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ВВЕДЕНИЕ 

Математическое моделирование многих процессов, происходящих в 

реальном мире, приводит к изучению нестандартных начально-краевых, 

прямых и обратных задач для уравнений в частных производных, не име-

ющих аналогов в классической математической физике. 

Возникшие в приложениях проблемы, в частности проблемы около-

звуковой и сверхзвуковой газовой динамики [12, 141-143], без моментной 

теории оболочек и другие [64] привели к систематическому изучению 

уравнений смешанного типа, которая в разных частях рассматриваемой об-

ласти принадлежит к различным типам, а на линии раздела выполняются 

условия сопряжения. 

Первые фундаментальные исследования уравнения смешанного эл-

липтико-гиперболического типа были выполнены Ф. Трикоми [135] и С. 

Геллерстедтом [150]. Основополагающие математические результаты в 

этом направлении получены в работах М.А. Лаврентьева, А.В. Бицадзе, 

К.И. Бабенко, Ф.И. Франкля (см. напр. [7, 14, 16, 67, 143]. Оригинальные 

результаты по теории уравнений смешанного типа получены в работах С.А. 

Алдашева [4], В.Ф.Волкодавова [22],  В.Н. Врагова [23], Д.К. Гвазава [28], 

Т.Д. Джураева [32], В.И. Жегалова [53], Т.Ш. Кальменова [58], Е.И. Моисе-

ева [75], М.М. Мередова [72-74], А.М. Нахушева [78-80], С.П. Пулькина 

[85], М.С. Салахитдинова [89], М.М. Смирнова [98] и многих других. 

Если первоначально изучались преимущественно уравнения смешан-

ного эллиптико-гиперболического типа, то в настоящее время понятие 

уравнений смешанного типа значительно расширилось и включает всевоз-

можные комбинации двух или трех классических типов уравнений. Интен-

сивное исследование уравнений смешанного эллиптико-гиперболического 

и параболо-гиперболического типов обусловлено тем, что, с одной сторо-

ны, новые типы смешанных уравнений еще мало исследовано в теоретиче-
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ском плане, а с другой, они находят широкое применение в важных вопро-

сах механики, физики и техники.  

Например, задача о движении газа в канале, окруженном пористой 

средой [29], задачи тепло и массопереноса [70], задача о распространении 

электрических колебаний [139], задача о движении проводящей жидкости в 

электромагнитном поле [132], совместно-раздельные течения вязкоупругой 

и вязкой жидкостей [3] и другие процессы, происходящие в двухслойных 

средах с резко отличающимся физическими свойствами приводят к рас-

смотрению задач сопряжения, когда на одной части области задано парабо-

лическое уравнение, а на другой - гиперболическое. Задача Трикоми и её 

обобщения, задачи со смещениями, задачи типа задачи Бицадзе-Самарского 

и другие нелокальные задачи для смешанных параболо-гиперболических 

уравнений второго порядка исследованы в работах [2, 5, 10, 11, 13, 38, 40-

43, 50, 54, 56, 69, 90, 96, 105-114, 124, 130, 133, 134]. 

Одним из важных классов уравнений с частными производными яв-

ляются уравнения составного и смешанно-составного типов. Корректные 

краевые задачи для уравнений смешанно-составного типа впервые иссле-

дованы А.В. Бицадзе и М.С. Салахитдиновым [17], Т.Д. Джураевым [31-32]. 

Обзор работ, посвященных изучению уравнений составного и смешанно-

составного типов имеется в монографиях М.С. Салахитдинова [89], Т.Д. 

Джураева [32]. Системы уравнений составного типа рассмотрены в работе 

А. Джураева [30]. 

Систематическое изучение уравнений третьего порядка, содержащих 

в главной части смешанные операторы параболо-гиперболического и эл-

липтико-параболического типов, началось в семидесятые годы и интенсив-

но развивается в работах Т.Д. Джураева и его учеников. Необходимо отме-

тить, что некоторые прикладные задачи приводятся к рассмотрению урав-

нений третьего порядка с частными производными. В частности, вопросы 

фильтрации жидкости в пористых средах, передачи тепла в гетерогенной 
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среде, влагопереноса в почвогрунтах приводят к модифицированным урав-

нениям диффузии, которые являются уравнениями в частных производных 

гиперболического типа третьего порядка. Изучение краевых задач для 

уравнений третьего и высокого порядков привлекали внимание многих ис-

следователей [1, 6, 9, 21, 33, 36, 39, 44, 49, 61, 86, 91, 97, 104, 119, 120-122, 

128, 145, 146, 151-154]. 

Т.Д. Джураев и Я. Попёлек [34] исследовали вопросы полной класси-

фикации и приведения к каноническому виду уравнения 

  ),u,u,u,u,u,u,y,x(FDuCuBuAu yyxyxxyxyyyxyyxxyxxx           (1) 

где D,C,B,A  являются функциями x  и y . В частности доказана следу-

ющая  

Теорема: Если в окрестности некоторой точки P  

a)  0   и ;AC3B
2                b) 0   и ;AC3B

2   

с)  0 ;                                      d) 0 , 

то уравнение в некоторой окрестности этой точки может быть приведено 

соответственно к следующему каноническому виду: 
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3

1
  - дискриминант харак-

теристического уравнения, а ).u,u,u,u,u,u,y,x( yyxyxxyx    

В настоящее время в связи с проблемами геофизики, океанологии, 

физики атмосферы, с использованием криогенных жидкостей в технике и 

ряда других проблем значительно возрос интерес к изучению динамики 

различных неоднородных, и в частности стратифицированных жидкостей, 

которые приводят к начально-краевым задачам для уравнений с частными 
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производными четвертого порядка [19, 25, 26, 51, 137, 144]. Типичными 

примерами таких уравнений являются уравнения вида: 

  ,0uuu
t

xx
2
o

2
xx2

2





                                          (2) 

 ,0uuuu
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t
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2
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2
xxtt22

2














                             (3) 

где   - положительное число, характеризующее явление стратификации, 

0  - частотный параметр Вяйсяля-Брента, а c  - скорость звука. Уравнение 

(2) называется уравнением динамики одномерных течений [24], а уравне-

ние (3) - уравнением динамики сжимаемой экспоненциально стратифици-

рованной жидкости [27]. Исследованию начально-краевых задач для урав-

нений динамики стратифицированных жидкостей посвящена серия работ 

[24-26, 56, 82, 83]. 

При изучении распространения волн в диспергирующих средах [19] 

возникает уравнение четвертого порядка  

,
tx
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где u  - плотность, 0c  - скорость звука,   - время релаксации. 

Первый диссипативный член в правой части уравнения (4) описывает 

слабые дисперсионные эффекты. Частным случаем уравнения (4) является 

уравнение Буссинеска-Лява 

,0
tx

u

x

u

t

u

22

4

2

2

2

2













 

которое описывает продольные волны в тонком упругом стержне с учетом 

эффектов поперечной инерции. 

Поперечные колебания стержня и балок сводятся к изучению уравне-

ний четвертого порядка вида [87, 131, 132, 140] 
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Из рассмотренных и многих других примеров вытекает важность исследо-

вания краевых задач для уравнений с частными производными четвертого  

и более высокого порядков. На важность подобных исследований в теории 

уравнений смешанного типа указывал А.В. Бицадзе [14]. В качестве мо-

дельного уравнения им было предложено уравнение 

.0
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4

22

4

4

4


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
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
 

М.М. Смирнов [98], М.М. Мередов [72-74], В.И. Жегалов [53] и другие рас-

смотрели ряд задач для этого и других уравнений четвертого порядка. 

Таким образом, многочисленные приложения уравнений четвертого 

порядка с частными производными приводят к необходимости рассмотре-

ния вопросов классификации и приведения к каноническому виду уравне-

ний четвертого порядка: 

),u,u,u,u,u,u,u,u,u,u,y,x(F

EuDuCuBuAu

yyyxyyxxyxxxyyxyxxyx

yyyyxyyyxxyyxxxyxxxx





              (5) 

где E,D,C,B,A  являются функциями x  и y . 

Известно, что определение типа уравнения или системы по их коэф-

фициентам является чрезвычайно важной задачей теории дифференциаль-

ных уравнений, так как определение типа уравнения позволяет ставить 

корректные краевые задачи, выбирать метод исследования и судить о ха-

рактерных особенностях решения дифференциального уравнения в задан-

ной области. 

Классификация дифференциальных уравнений с частными производ-

ными второго порядка с двумя независимыми переменными общеизвестна, 

но с ростом порядка уравнения или увеличения числа независимых пере-

менных вопросы классификации и приведения к каноническому виду 
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усложняются [20, 63, 132]. Вопросы классификации и приведения к кано-

ническому виду уравнений третьего порядка, как уже было указано выше, 

рассмотрена в [34]. Способы построения эффективных критериев для 

нахождения типов систем линейных дифференциальных уравнений с част-

ными производными по их коэффициентам исследованы в [102]. Однако 

эти вопросы для уравнений с частными производными четвертого порядка 

вида (5) оставались не изученными, хотя исследованию начально-краевых 

задач для различных видов таких уравнений и их приложениям посвящена 

обширная литература [24-27, 72-74, 83, 97, 98, 131]. 

Для того, чтобы изучить какую-нибудь граничную задачу для уравне-

ния (5), мы не можем использовать теорию потенциала, метод функции 

Грина или Римана до тех пор, пока не будет известен тип уравнения. Мож-

но привести ряд примеров, когда только определение типа уравнения поз-

воляет получить серьезные результаты. 

Эффективное определение типа уравнения и приведения его к кано-

ническому виду дает возможность сформулировать правильную постановку 

краевых задач и исследовать не только прямые, но и обратные задачи для 

уравнений с частными производными. 

В монографии рассмотрены вопросы классификации и приведения к 

каноническому виду линейных дифференциальных уравнений с частными 

производными четвертого порядка, постановке и исследованию коррект-

ных краевых задач для гиперболических уравнений и уравнений смешанно-

го типа четвертого порядка, построению функции Римана и изучению ее 

экстремальных и экспоненциальных свойств. В книгу вошли результаты ав-

торов и их учеников, часть из них излагаются впервые. 

В заключении отметим, что библиография не претендует на полноту 

и касается главным образом вопросов, близких к темам, рассматриваемым в 

настоящей книге.  
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ГЛАВА I.  КЛАССИФИКАЦИЯ И ПРИВЕДЕНИЕ К КАНОНИ-

ЧЕСКОМУ ВИДУ ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ В ЧАСТНЫХ 

ПРОИЗВОДНЫХ ЧЕТВЕРТОГО ПОРЯДКА 

 

 В этой главе рассматриваются вопросы классификации и приведения 

к каноническому виду линейных уравнений с частными производными чет-

вертого порядка с двумя независимыми переменными. 

 

§ 1.1.  КЛАССИФИКАЦИЯ УРАВНЕНИЙ ЧЕТВЕРТОГО 

ПОРЯДКА С ДВУМЯ НЕЗАВИСИМЫМИ ПЕРЕМЕННЫМИ 

 

Рассмотрим в некоторой области   плоскости дифференциальное 

уравнение с частными производными четвертого порядка с двумя незави-

симыми переменными, линейное относительно старших производных  

),u,u,u,u,u,u,u,u,u,u,y,x(F

EuDuCuBuAu

yyyxyyxxyxxxyyxyxxyx

yyyyxyyyxxyyxxxyxxxx





               (1.1) 

где  E,D,C,B,A  - заданные функции из класса ).(C
4   

С помощью преобразования переменных  ),y,x(),y,x(    

допускающего обратное преобразование, получаем новое уравнение, экви-

валентное исходному: 

),u,u,u,u,u,u,u,u,u,u,,(F

uEuDuCuBuA

1

11111









         (1.2) 

где  
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.EDCBAE

,E4)3(D

)(C2)3(BA4D

,E6)(D3)4

(C)(B3A6C

,E4)3(D

)(C2)3(BA4B

,EDCBAA

4
y

3
yx

2
y

2
xy

3
x

4
x1

y
3

y
2
yxy

3
yx

y
2
xy

2
yxx

3
yyy

2
xx

3
xx1

2
y

2
yyx

2
y

2
yyx

2
x

2
yyxyx

2
y

2
x

2
yyxyx

2
x

2
x

2
x1

y
3
yx

3
yy

2
yx

x
2
yxxy

2
xxy

2
xy

3
xx

3
x1

4
y

3
yx

2
y

2
xy

3
x

4
x1

































              (1.3) 

Выберем новые переменные   и   так, чтобы уравнение (1.2) в неко-

торой точке   области   имело канонический вид. 

В дальнейшем без ограничения общности будем считать, что A>0. 

Если A<0, то умножая уравнение (1.1) на -1, придем к предыдущему слу-

чаю. Если в уравнении (1.1) А0, но Е0, то перестановка независимых пе-

ременных приводит к желаемому случаю. А если одновременно А0 и Е0, 

то простая замена      x y x y,  приводит уравнение (1.1) к виду 

(1.2), где A C B D E C B D1 1     , . Отсюда видно, что A1  и E1  

одновременно могут быть равны нулю только при С B D  0, . Но в 

этом случае уравнение уже имеет канонический вид (см. формулу (1.3) при 

A=0). 

Имеет место 

Л е м м а 1.1. Функция )y,x(z   является решением уравнения 

0EzzDzzCzzBzАz
4
y

3
yx

2
y

2
xy

3
x

4
x                          (1.4) 

тогда и только тогда, когда соотношение const)y,x(   представля-

ет собой общий интеграл обыкновенного дифференциального уравнения 
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          .0dxEdxDdydxdyCdxdyB)dy(A
432234           (1.5) 

Уравнение (1.5) называется уравнением характеристик для уравнения 

(1.1), а  его интегралы - характеристиками. 

 

Рассмотрим алгебраическое уравнение, т.е. характеристическое урав-

нение уравнения (1.5) 

0EDCBA
234   .                               (1.6) 

После подстановки 

                                            
A4

B

A



                                                    (1.7) 

получим 

                                       0rqp
24   ,                                          (1.8) 

где 

                 

.
A256

B3BDA64CAB16EA256
r

,
AA8

BDA8ABC4
q,

A8

B3AC8
p

2

4223

322










                      (1.9) 

Дискриминант уравнения (1.8) может быть приведен к виду 

.r256q27rpq144rp128qp4rp16
34222234         (1.10) 

 

Нетрудно заметить, что   можно представить в виде 

                    23232
)p2q27pr71()r12p(4

27

1
 .                    (1.11) 

Подставляя в (1.11) значения q,p  и r , определенные формулами  

(1.9), имеем 

      

].)C2EB27

AD27BCD9ACE72()AE12BD3C(4[
27

1

232

232




    (1.12) 
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Выражение (1.12) будем называть дискриминантом уравнения (1.6).  

Пусть 

  

])C2EB27DA27

DCB9ECA72()EA12DB3С(4[
27

1

23
11

2
1

2
11

111111
3

1111
2
11




   (1.13) 

- дискриминант характеристического уравнения 

   ,0EDCBA 11
2

1
3

1
4

1    

соответствующее уравнению (1.2). 

Л е м м а 1.2. Имеет место тождество 

                                                  ,J
12

1                                                     (1.14) 

где xyyxJ    - якобиан преобразования  переменных. 

 Заметим, что из тождества (1.14) следует инвариантность знака дис-

криминанта  при преобразовании переменных, так как якобиан  J  преоб-

разования переменных отличен от нуля. 

 Заметим также, что классификация уравнения (1.1) тесно связана с 

классификацией корня уравнения (1.6) или (1.8). 

 Л  е  м  м  а  1.3. Для того, чтобы уравнение (1.8) имело 

1) а) один четырехкратный действительный корень; 

б) один трехкратный и один простой действительных корня; 

в) два различных двукратных действительных корня; 

г) два различных двукратных комплексно-сопряженных корня; 

д) один двукратный и два различных действительных корня;  

е) один двукратный действительный и два комплексно-сопряженных 

корня; 

2) четыре различных действительных корня; 

3) четыре различных комплексно-сопряженных корня; 

4) два различных действительных и два комплексно-сопряженных кор-

ня, необходимо и достаточно выполнения следующих условий соответ-

ственно:  
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,0r,0p,0                                           (1.15) 

,0r12p,0p,0
2                              (1.16) 

,0r,0q,0p,0                               (1.17) 

,0r,0q,0p,0                               (1.18) 

,p3r12p,0p,0
22                     (1.19) 

,0r,r2p,0                                    (1.20) 

,p3r12p,0p,0
22                      (1.21) 

,r2p,0r,r2p,0                     (1.22) 

.0                                                                                  (1.23) 

На основании леммы 1.3 нетрудно будет привести уравнение (1.1) к 

каноническому виду. 

 Т е о р е м а 1.1. Если в окрестности точки  Р выполняется одно 

из условий (1.15) - (1.19), то уравнение (1.1) в некоторой окрестности  

этой  точки может быть приведено соответственно к следующему 

каноническому виду: 

1)  а)                                       ,Фu                                                 (1.24) 

     б)                                       ,Фu                                                (1.25) 

     в)         Фu    или    
2 2

2 2
u u Ф, 

 

  
   

  
            (1.26) 

     г)                           ,Фuu
2

2

2

2



























                             (1.27) 

     д)                             ,Фuu
2

2








                                          (1.28) 

где    

).u,u,u,u,u,u,u,u,u,u,,(ФФ   
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 З а м е ч а н и е 1.1. В случае выполнения условий (1.18) будем счи-

тать, что коэффициенты уравнения (1.1) аналитические функции 

[132, c. 17]. 

 Рассмотрим теперь уравнение (1.1) в случае, когда коэффициенты А, 

В, С, D и Е постоянные. Тогда достаточно использовать линейные преобра-

зования переменных byax  , dycx   при .0bcad   Ясно, что 

формулы (1.3) будут верны, если заменить yxyx ,,,   через a, b, c и  d 

соответственно.  

Т е о р е м а 1.2. Пусть коэффициенты E,D,C,B,A  уравнения 

(1.1) постоянны и выполняется одно из условий (1.20) - (1.23). Тогда 

уравнение (1.1) приводится соответственно к следующему виду: 

1) е)                  Фuu
2

2









,                                                     (1.29) 

2)                      Фuua
2

22



























,                                  (1.30) 

3)                    Фuub
2

2

2

2



























,                                      (1.31) 

4)                  Фuuc
2

22



























,                                      (1.32) 

где c,b,a  - const, причем .0b   b1. 

 З а м е ч а н и е 1.2. В общем случае, т.е. в случае переменных ко-

эффициентов уравнения (1.1), утверждения теоремы 1.2 имеют место 

при весьма жестких ограничениях на коэффициенты E,D,C,B,A . 

 Исходя из (1.15) - (1.23) и (1.24) - (1.32)  можно дать следующую 

классификацию уравнения (1.1). 
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 Уравнение (1.1) в точке P  назовем уравнением: 

1) параболического типа, если выполняется условие (1.15), т.е. 

уравнение (1.8) имеет один четырехкратный действительный корень; 

 

 2) гиперболического типа, если выполняется условие (1.16), (1.17) 

или (1.19), т.е. уравнение (1.8) имеет только действительные корни, 

причем один из них либо двукратный, либо трехкратный; 

 

 3) строго гиперболического типа, если выполняется условие (1.21), 

т.е. уравнение (1.8) имеет четыре различных действительных корня; 

 

 4) эллиптического типа [66], если выполняется условие (1.18) или 

(1.22), т.е. уравнение (1.8) имеет два различных двукратных или четы -

ре различных комплексно-сопряженных корня; 

 

5) составного типа [17], если выполняется условие (1.20) или 

(1.23), т.е. уравнение (1.8) имеет как действительные, так и комплекс-

но-сопряженные корни. 

 

 

 

 

 

 

 



– 17 – 

§ 1.2. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ЛЕММ 1.1, 1.2 И 1.3 

 

В этом параграфе приведем доказательство лемм, указанных в § 1.1. 

Доказательство леммы 1.1 проведем, методом указанным в [132]. 

Н е о б х о д и м о с т ь. Пусть )y,x(z   - решение уравнения (1.4). 

Рассмотрим семейство k)y,x(   и докажем, что любая кривая этого се-

мейства удовлетворяет уравнению (1.5). 

В любой точке, лежащей на кривой функция k)y,x(   (где k  – фик-

сировано), выполняется следующее равенство: 

,0dy)y,x(dx)y,x( yx   

так как вдоль данной кривой )y,x(  постоянна, и поэтому её полный 

дифференциал равен нулю. 

Следовательно, всюду на кривой имеет место равенство 

xy

dydx

 
  

Обозначим каждое из этих отношений через  ; тогда ,dy x  

.dx y  Подставляя эти выражения для dxи dy  в левую часть уравне-

ния (1.5), получим 

           

 .EDCBA

dxEdxDdydxdyCdxdyBdyA

4
y

3
yx

2
y

2
xy

3
x

4
x

4

432234

 


 

Выражение, стоящее в квадратных скобках, равно нулю, так как, по усло-

вию, функция )y,x(  есть решение уравнения (1.4). Следовательно, во 

всех точках кривой имеет место равенство  

            0dxEdxDdydxdyCdxdyBdyA
432234
 , 

откуда вытекает, что она является интегральной кривой уравнения (1.5). 

Итак, любая кривая вида k)y,x(   является интегральной кривой 

уравнения (1.5) в той области ,  где задано решение; с другой стороны,  
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через каждую точку области   проходит кривая такого вида; это вытекает 

из того, что функция  y,x  определена всюду в области   и поэтому, 

например, через точку  00 y,x  проходит кривая    .y,xy,x 00   Отсюда сле-

дует, что семейство   ky,x   является общим интегралом уравнения (1.5). 

Д о с т а т о ч н о с т ь. Пусть семейство   ky,x   будет общим инте-

гралом уравнения (1.5). Возьмем произвольную точку  00 y,x  из   и выде-

лим ту кривую семейства, которая проходит через эту точку:   0ky,x  . 

Так же, как и при доказательстве необходимости, убеждаемся, что всюду 

вдоль этой кривой выполняется равенство 

xy

dydx

 
 , 

откуда  

    .dy,dx xy                                    (1.33) 

Так как кривая является интегральной кривой уравнения (1.5), то при 

подстановке в это уравнение значения dx  и dy  из (1.33), получим тожде-

ство: 

  ,0EDCBA
4
y

3
yx

2
y

2
xy

3
x

4
x

4    

или, после сокращения на :
4  

.0EDCBA
4
y

3
yx

2
y

2
xy

3
x

4
x    

В частности, в точке  00 y,x  имеет место: 

         

           

    .0y,xy,xE

y,xy,xy,xDy,xy,xy,xC

y,xy,xy,xBy,xy,xA

00
4
y00

00
3
y00x0000

2
y00

2
x00

00y00
3
x0000

4
x00













 

Но последнее равенство означает, что функция двух переменных  y,x  

удовлетворяет в точке  00 y,x  уравнению (1.4). Так как точка  00 y,x  была 

взята произвольно в области  , то функция  y,x  удовлетворяет уравне-
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нию (1.4) во всех точках этой области, т.е., эта функция является одним из 

решений уравнения (1.4). 

Таким образом, лемма 1.1 доказана. 

Д о к а з а т е л ь с т в о  л е м м ы  1.2. Учитывая соотношения (1.3) 

нетрудно проверить, что  

 

 .C2EB27AD27BCD9ACE72J

C2EB27DA27DCB9ECA72

,AE12BD3CJEA12DB3C

3226

3
11

2
1

2
11111111

24
1111

2
1







      (1.34 

Тогда из (1.13), с учетом (1.34), непосредственно вытекает (1.14). 

Лемма 1.2 доказана. 

Д о к а з а т е л ь с т в о  л е м м ы  1.3. Доказательство каждого из 

случаев рассмотрим в отдельности. 

 

1а). Н е о б х о д и м о с т ь. Пусть    - четырехкратный действи-

тельный корень уравнения (1.8). Тогда из формулы Виета имеем, что 

r,q4р,6,04
432   . 

Отсюда следует, что .0r,0q,0р,0   Так как при р , 0 0r  из 

(1.10) имеем   27 4q . Поэтому условие q  0  эквивалентно условию 

  0 . Следовательно, условия (1.15) выполняются. 

Д о с т а т о ч н о с т ь. Пусть выполняются условия (1.15). Тогда 

q  0  и уравнение (1.8) примет вид  4 0 . Следовательно,   0  четырех-

кратный действительный корень. 

 

1б). Н е о б х о д и м о с т ь. Пусть    1 2 3    - трехкратный, а 

 4  - простой действительные корни уравнения (1.8). Тогда из формулы 

Виета имеем, что .3r,8q,06р,3
432    Отсюда, 

исключая  , получаем соотношения 
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.0
3

p
2

2

q
,0r12p

32
2 

















                      (1.35) 

С другой стороны, с учетом первого соотношения (1.35), дискрими-

нант (1.11) можно представить в виде 

.
3

p
2

2

q
432

2
32































                                (1.36) 

Тогда в силу второго соотношения (1.35) из (1.36) имеем, что   0 . 

Итак, если p r2
12 0  ,  то второе соотношение из (1.35) и условие   0  

эквивалентны. Следовательно, условие (1.16) выполняется. 

Д о с т а т о ч н о с т ь. Пусть имеет место (1.16). Тогда из (1.11) 

непосредственно следует, что 
q p

2
2
3

0

2 3








 









  . Отсюда и из последнего 

равенства (1.16) найдем 

.
12

p
r,

6

p

3

p4
q

2

  

Пусть .
6

p

3

p4
q   Тогда уравнение (1.8) имеет вид 

  4 2
2

4

3 6 12
0    p

p p p
. 

Нетрудно убедится, что это уравнение имеет один трехкратный и один про-

стой действительные корни: 

   1 2 3 4
6

3
6

      
p p
, . 

Если q
p p

  
4

3 6
, то ,

6

p
3,

6

p
4321    

что и требовалось доказать. 
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1в). Н е о б х о д и м о с т ь. Пусть      1 2 3 4   ,  - дву-

кратные действительные корни уравнения (1.8). Тогда из формулы Виета 

имеем  

          , , , .q p r0 2 0 0
2 4  

Из последних двух условий получим, что p r2
4 0  . При q  0  из (1.10) 

следует, что    16 4
2

2

r p r .  Так как r  0,  то условия   0  и 

p r2
4 0   эквиваленты. Следовательно, если уравнение (1.8) имеет два 

различных двукратных действительных корня, то выполняются условия 

(1.17). 

Д о с т а т о ч н о с т ь. Пусть имеет место условия (1.17). При q  0  

уравнение (1.8) является биквадратным уравнением  4 2
0  p r , дис-

криминант которого равен 
~

. p r2
4  Однако, при r  0 , q  0  условия 

  0  и p r2
4 0   эквивалентны. Следовательно, 

~

 0 . Отсюда следует, 

что биквадратное уравнение имеет два различных двукратных действи-

тельных корня: 

   1 2 3 4
2 2

      
p p
, . 

1г). Н е о б х о д и м о с т ь. Пусть уравнение (1.8) имеет два различ-

ных комплексно- сопряженных двукратных корня: 

.i,i 4321    

Тогда из формулы Виета следует, что 

.0
4

p
r,0q,02p,0

2
2    Так как при 0r,0q   условия 

p r2
4 0   и   0  эквивалентны, то условие (1.18) выполняется. 
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Д о с т а т о ч н о с т ь. Пусть выполняется условия (1.18). Тогда, как 

и в случае 1в), имеем, что    1 2 3 4
2 2

    i
p

i
p

, ,  

т.е. уравнение (1.8) имеет два различных двукратных чисто мнимых ком-

плексно-сопряженных корня. 

1д). Н е о б х о д и м о с т ь. Пусть   1 2   - двукратный и 

   3 4 ,  - простые действительные корни уравнения (1.8). Тогда из 

формулы Виета имеем 

   






 

 



     p p p p p

6 6

2

3 6

2

3
, , ,  

где   p r2
12 . 

При этом p q,  и r  взаимосвязаны: 

     q p
p

  
2

3
2

6



.                         (1.37) 

Так как  ,  и   действительные числа, то должно быть 

.p3r12p,0p
22   С другой стороны, дискриминант уравнения (1.8) 

представим виде 

                         1 2 1 3 1 4 2 3 2 4 3 4 . 

Если учесть, что   1 2  , то   0 . Итак, условие (1.19) выполня-

ется. 

Д о с т а т о ч н о с  т ь. Пусть выполняются условия (1.19). Тогда 

уравнение (1.8) должен иметь один двукратный действительный корень, 

который можно определить как общий корень уравнений 

0qp24,0rqp
324                           (1.38) 

Исключая отсюда q , придем к уравнению 3 0
4 2   p r ,  действитель-

ные корни которого определяются по формуле 
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.r12p,
6

p 2 


 


  

Отсюда и из второго уравнения (1.38) следует соотношение (1.37). Тогда 

нетрудно заметить следующее равенство 

.
3

p2

6

p

3

p2

6

p

6

p

rqp

2

24













 













 













 











 



 

Следовательно, уравнение (1.8) имеет один двукратный и два различ-

ных простых действительных корней. 

1е). Н е о б х о д и м о с т ь. Пусть уравнение (1.8) имеет один дву-

кратный действительный и два комплексно-сопряженных корня: 

        1 2 3 4     , , .i i  Тогда из формулы Виета имеем, что  

   


 


 
  p p p

6 6

2

3
, , ,  где   p r2

12 . 

Так как по нашему предположению  ,  и   действительные числа, 

поэтому должно быть p r r  2 0, . Кроме того   1 2  ,  то   0 . 

Следовательно, условие (1.20) выполняется. 

Д о с т а т о ч н о с т ь. Пусть выполняется условие (1.20). Тогда, как 

и в случае 1д), находим, что   
 p

6
 - двукратный действительный 

корень, причем 

  .
6

p
p2

3

2
q





  

Следовательно, имеет место равенство 

        













 
















 
















 




3

p2
i

6

p

3

p2
i

6

p

6

p

rqp

2

24


 


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Это означает, что уравнение имеет один двукратный действительный и два 

комплексно-сопряженных корня. 

2). Н е о б х о д и м о с т ь. Пусть уравнение (1.8) имеет четыре раз-

личных действительных корня. Эти корни могут быть определены по фор-

муле [81]: 

   

   ,zzz
2

1
,zzz

2

1

,zzz
2

1
,zzz

2

1

32143213

32123211









  (1.39) 

где 321 z,z,z  - корни кубической резольвенты 

     ,0qzr4ppz2z
2223                   (1.40) 

удовлетворяющее условию .qzzz 321   Так как корни уравнения (1.8) 

действительны, то 21 z,z  и 3z  должны быть неотрицательными. Поэтому 

мы должны выяснить при каких q,p  и r  уравнение (1.40) имеет неотрица-

тельные корни. 

Если введем замену 

     ,
3

p2
tz                               (1.41) 

то уравнение (1.40) примет вид 

             0qtpt 11
3  ,                               (1.42) 

где     .p2q27pr72
27

1
q,r12p

3

1
p

32
1

2
1   

Нетрудно заметить, что дискриминант уравнения (1.42) представим в виде 

[81] 

   
2916

p2q27pr72r12p4
2916

1

3

p

2

q

23232

3

1

2

1











 




















           (1.43) 

где   - дискриминант уравнения (1.8). 
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Известно [81], что если   0,  то уравнение (1.42) имеет три различ-

ных действительных корня. Тогда   0  и p1 0 . 

Теперь рассмотрим функцию 

   3 2 2 2
f z z 2 pz p 4r z q .      

Так как   ,0q0f
2   то график этой функции проходит через точку 

 .q,0
2  Точки экстремума определим из уравнения 

  0r4ppz4z3zf
22   

по формуле .
3

r12pp2
z

2

2,1


  Нетрудно заметить, что если 

,p4r12p0,0p
22   то .0z,0z

*
2

*
1   Причем в силу того, что  

 

  0r12p2p4z6zf

,0r12p2p4z6zf

2
2

*
2

2
1

*
1




 

функция  zf  в точке z1
*  имеет минимум, а в точке z2

*  максимум 

(см. рис. 1).  

 

Рис. 1. 

f(z)

z

-q
2

z1
*

2z

z2

*

1z

z3
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Следовательно, корни уравнения (1.40) 321 z,z,z  расположены следую-

щим образом .zzzzz0 3
*
12

*
21   Итак, все корни уравнения 

(1.40) положительны; тогда все корни уравнения (1.8) действительны и  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 2. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 3. 
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различны при условии ,p3r12p,0p,0
22   т.е. условия (1.21) 

выполняются. 

Д о с т а т о ч н о с т ь. Пусть имеют место условия (1.21). 

Тогда мы должны доказать, что все корни уравнения (1.8) действительны и 

различны. Для этого достаточно показать, например, корни уравнения 

,,,, 4321   определяемые по формулам (1.39), действительны и раз-

личны. А это имеет место в случае, когда корни кубической резольвенты 

(1.40) 321 z,z,z  неотрицательны. Так как 0 , то из (1.43) имеем, что 

  0. Здесь   - дискриминант уравнения (1.42). Очевидно, что из неравен-

ства 22
p3r12p   следует неравенство .p4r12p0

22   Следова-

тельно   .0r12p
3

1
p

2
1   

Таким образом [81], уравнение (1.42) имеет три различных действи-

тельных корня. Далее, проводя аналогичные рассуждения как и в случае 2), 

убеждаемся в том, что корни уравнения (1.40) расположены следующим 

образом (см. рис. 1) 

.zzzzz0 31221    

А это означает, что все корни уравнения (1.40) положительны. Тогда 

из (1.39) следует, что уравнение (1.8) имеет четыре различных действи-

тельных корня. 

3). Д о с т а т о ч н о с т ь. Пусть имеют место условия (1.22). Прово-

дя аналогичные рассуждение как и в случае 2), найдем точки экстремумов 

z
p p r

1 2

2
2 12

3
,
*

.
  

 

Нетрудно заметить, что если ,r2pr2,0r   то 

,0z,0z
*
2

*
1  причем в точке z1

*
 функция  f z  имеет минимум, а в точке 

z2
*  - максимум. Таким образом, корни уравнения (1.40) расположены так: 
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,zz0zzz 3
*
12

*
21   т.е. корни 21 z,z  отрицательны, а 

z 2  - положителен (см. рис. 2). Тогда корни уравнения (1.8) комплексно -

сопряжены. Если ,r2p,0r   то ,0z,0z
*
2

*
1   причем, как и в преды-

дущем случае, в точке 
1z  функция  zf  имеет минимум, а в точке 

2z  -

максимум; поэтому корни уравнения расположены следующим образом 

(см. рис. 3): 

  .z0zzzz 3
*
12

*
21   

Следовательно, корни 21 z,z  - отрицательны, а 3z  - положителен. Это озна-

чает, что корни уравнения (1.8) комплексно-сопряженные. 

Н е о б х о д  и м о с т ь. Пусть уравнение (1.8) имеет четыре различ-

ных комплексно-сопряженных корня. Тогда эти корни можно определить 

по формулам (1.39). Так как 321 z,z,z , - корни кубической резольвенты 

(1.40), то один из них будет действительным. Тогда два других корня будут 

либо действительными, либо комплексно - сопряженными. Если эти корни 

действительны [81], то   0,  т.е.   0 . Тогда, как и в предыдущем случае, 

убеждаемся в том, что 

r2p,0r,r2p  . 

 

4). Д о с т а т о ч н о с т ь. Пусть   0 . Тогда из (1.43) вытекает, что 

,0  следовательно [81], один из корней уравнения (1.42) действитель-

ный, а два других - комплексно-сопряженные, причем в силу того, что 

,0q
2   то действительный корень положительный. Пусть для определен-

ности ,0z1      ,sinicosrz,sinicosrz 32    где .zzr 32   

Так как квадратные корни комплексно - сопряженных чисел комплексно-

сопряженные, то из (1.39) следует, что два корня уравнения (1.8) действи-

тельные, а два других комплексно-сопряженные. 
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 Н е о б х о д и м о с т ь. Пусть 21 ,  - действительные , а 43 ,  - 

комплексно-сопряженные корни уравнения (1.8) (см. (1.39)). 

Тогда   izz,z 3243143  , где ,z1  - действитель-

ные числа, причем z1 0 . Так как   3221 zz  должно быть 

действительным, то из равенств z z i z z2 3 2 3    ,  следует, 

что z2  и z3  комплексно-сопряженные корни уравнения (1.40). Тогда  

0  [81], а в силу (1.43)   0 . Итак, условия (1.23) выполняются. 

 Лемма 1.3 доказана. 

Классификация линейных уравнений в частных производных четвер-

того порядка по их коэффициентам старших производных имеет следую-

щую геометрическую интерпретацию. Сначала введем в рассмотрение пря-

моугольную декартовую систему координат pqr. Тогда нетрудно заметить, 

что классификация корней уравнения (1.8) зависит от знака дискриминанта 

  (см. формулу (1.11)), то есть от расположения чисел q,p  и .r  

Для наглядного представления расположения корней уравнения (1.8), 

удобно воспользоваться графиком дискриминантной поверхности   0 . 

(см. рис. 4), который можно построить методом сечения в трехмерном про-

странстве переменных q,p  и r  или же нитяной моделью Клейна-

Гартенштейна дискриминантной поверхности [60]. 

Все перечисленные возможные случаи в точности реализованы на 

модели [60]. На чертеже (см. рис. 4) часть пространства, заключенная внут-

ри поверхности справа от двойной линии OL, образует область I, а слева от 

той же линии лежит область III; пространство же, лежащее вне поверхно-

сти, образует область II. Теперь классификации корней уравнения (1.8) а 

пространстве переменных q,p  и r  можно объяснить следующим образом: 

1а). В точке О (т.е. в начале координат) уравнение (1.8) имеет 

один четырехкратный действительный корень; 
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1б). На линиях возврата ON и OK уравнение (1.8) имеет один 

трехкратный и один простой действительных корней; 

1в). На двойной линии OL уравнение (1.8) имеет два различных 

двукратных действительных корня; 

1г). На двойной изолированной линии ОН уравнение (1.8) имеет 

два различных двукратных комплексно-сопряженных корня; 

1д). На поверхности   0 , заключенной между линиями ON, OK и 

OL уравнение (1.8) имеет один двукратный действительный и два раз-

личных действительных корня; 

1е). На поверхности   0 , слева от двойной линии OL уравнение 

(1.8) имеет один двукратный действительный и два комплексно-

сопряженных корня; 

 

2). В области I уравнение (1.8) имеет четыре различных дей-

ствительных корня; 

 

3) В области III за исключением линии ОН, уравнение (1.8) имеет 

четыре различных комплексно-сопряженных корня; 

 

4). В области II уравнение (1.8) имеет два различных действи-

тельных и два комплексно-сопряженных корня. 

 

Указанная геометрическая интерпретация классификации уравнений 

четвертого порядков по их коэффициентам ёще раз доказывает правильно-

сти приведенной классификации, так как вся пространства (см. рис. 4) раз-

бита на соответствующие области, и не осталось не учтенных точек или об-

ластей трехмерного пространства. 
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Рис. 4. 



– 32 – 

§ 1.3. ПРИВЕДЕНИЕ К КАНОНИЧЕСКОМУ ВИДУ 

УРАВНЕНИЙ ЧЕТВЕРТОГО ПОРЯДКА С ПЕРЕМЕННЫМИ 

КОЭФФИЦИЕНТАМИ  

 

Основной целью этого параграфа является доказательство теоремы 

1.1. Поэтому каждый из случаев теоремы 1.1 рассмотрим в отдельности. 

С л у ч а й 1а). Пусть выполняется условие (1.15). Tогда q  0 . По-

этому из (1.9) имеем, что .
A256

B
E,

A16

B
D,

A8

B3
C

3

4

2

32

  Следователь-

но, уравнение (1.5) можно записать в виде .0
A4

B

dx

dy
4









  Пусть 

  consty,x   - общий интеграл этого уравнения. Положим  ,y,x   

 ,y,x   где  y,x  - любая функция, не зависящая от  y,x . В силу 

леммы 1.1 имеем, что  x y

B

A










 

4
0

4

.  Это означает, что E1 0 . Нетруд-

но заметить, что 11 C,B  и D1  выражаются формулами (см. (1.3))  

B A
B

A

B

A
x y x y1

3

4
4 4

 








 








    ,  

С A
B

A

B

A
x y x y1

2 2

6
4 4

 








 









    ,  D A

B

A

B

A
x y x y1

3

4
4 4

 








 








    .  

Тогда .0D,0C,0B 111   Функцию  y,x  выберем так, чтобы 

.0
A4

B
AA

4

yx1 







   Отсюда следует, что уравнение (1.1) приводится 

к виду     ,u,u,u,u,u,u,u,u,u,u,,u     

где .
A

F

1

1  В дальнейшем для краткости записи аргументы   не будем 

указывать.  
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П р и м е р  1.1. Рассмотрим уравнение 

x u x yu x y u xy u y uxxxx xxxy xxyy xyyy yyyy
4 3 2 2 3 4

4 6 4 0     ,  

в котором A x B x y C x y D xy E y    4 3 2 2 3 4
4 6 4, , , , .  Тогда из 

(1.9) имеем, что p q r  0 0 0, , .  Отсюда следует, что выполняется 

условие (1.15). Это означает, что при 0y,0x   уравнение принадлежит 

параболическому типу. Согласно общей теории, составляем уравнение ха-

рактеристик  

           x dy x y dy dx x y dy dx xy dy dx y dx
4 4 3 3 2 2 2 2 3 3 4 4

4 6 4 0     . 

Его можно записать в виде  xdy ydx 
4

0.  Интегрируя это уравнение, 

получим 
x

y
const . Введём новые переменные   и   по формулам 

.
y

x
,x    Тогда уравнение в новых независимых переменных приво-

дится к следующему каноническому виду  

u u 




 
36

0
6

7
.  

С л у ч а й  1б). Пусть выполняется условие (1.16). Тогда уравнение 

(1.5) имеет два обших интеграла     x y const x y const, , , ,   причем 

один из них, например,   - трехкратный. Положим  ,y,x   

 .y,x   В силу леммы 1.1 имеем .0E,0A 11   Кроме того, выполня-

ется тождество  

A
dy

dx
B
dy

dx
C
dy

dx
D
dy

dx
E A

dy

dx

dy

dx

x

y

x

y









 









 









 









   









 










4 3 2 3







,  

на основании которого получаем соотношения  

   B A C Ay y x y y x y y x x y y x                3 3
2 2

, ,  

 D A E Ay y x x y y x y y x x          3 2 3 3 3
3   , . 
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Отсюда следует, что 0D,0C,0
AJ

B 113
yy

4

1 


 и уравнение 

(1.1) приводится к виду u   ,  где  
F

B

1

1

.  

П р и м е р 1.2. Привести к каноническому виду уравнение 

     x u x y x u xy x y u x y y u y uxxxx xxxy xxyy xyyy yyyy
3 2 2 3

3 3 3 0        . 

Здесь      A x x y x C xy x y D x y y E y         3 2 2 3
3 3 3, , , , .B  

Тогда при x  0  имеем (случай x  0  рассматривается аналогично)  

   
 

,0
256

yxx3
r,yx

x8

x
q,0yx

8

x3
p

42
3

2
2




   

причем    0 12 0
2

, .p r  Это означает, что условие (1.16) выполняется. 

Следовательно, уравнение принадлежит гиперболическому типу. Уравне-

ние характеристик имеет вид  

  dy dx xdy ydx  
3

0 .  

Отсюда находим характеристики: x y const xy const  , .  Выбирая  

   x y xy,  получим 

 
.0u

4

6
u

4

6
u

4

3
u

2222










 












 

С л у ч а й  1в). Пусть выполняется условие (1.17). Тогда уравнение 

(1.5) имеет два общих интеграла     ,consty,x,consty,x    причем 

каждый из них двукратный. Положим        x y x y, , , . Тогда, как и 

выше, имеем A E1 10 0 ,  и 

A
dy

dx
B
dy

dx
C
dy

dx
D
dy

dx
E A

dy

dx

dy

dx

x

y

x

y









 









 









 









   









 











4 3 2 2 2







. 

Отсюда следует, что   yyxyyx BA2   , 

 A Cx y x y x y y x y y         2 2 2 2 2 2
4   ,  
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 2
2 2 2 2 2 2 2 2

A D A Ex x x x y y x x y y            , .  

Поэтому B D1 10 0 ,  и С
AJ

y y

1 2 2
0  

 
.  Тогда уравнение (1.1) при-

водится к виду u   ,  где  
F

C

1

1

.  

Если введем замену ,t,s    то уравнение запишется в ви-

де  

  .uu
ts

ttss2

2

2

2
























  

П р и м е р 1.3. Рассмотрим уравнение  

u yu y u u yu uxxxx xxyy yyyy xxy yyy yy     2 3
3

4
0

2
,  

в котором .yE,0D,y2C,0B,1A
2  Очевидно, что ,y2p   

.yr,0q
2  Тогда   0.  Если ,0y   то выполняется условие (1.17) и 

уравнение характеристик имеет два различных двукратных действительных 

общих интеграла. Следовательно, уравнение принадлежит гиперболиче-

скому типу.  

Введя замену     x y x y2 2, ,  его можно привести к кано-

ническому виду u  0 , из которого легко можно выписать общее реше-

ние  

          4321 ffff,u  .  

Переходя к старым переменным, имеем  

         

   .y2xfy2xf

y2xfy2xy2xfy2xy,xu

43

21




 

С л у ч а й  1г). Пусть выполняется условие (1.18). Тогда уравнения 

(1.5) имеет два двукратных комплексно-сопряженных интеграла:  

      ,consty,xiy,xy,x    
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      .consty,xiy,xy,x    

Заметим, что из (1.18) непосредственно следует p r
2
4 0  . Тогда нетруд-

но определить, что  

 
.AEBD,EA2

A2

B
C,0

A64

BAC4
E

2

3

22




  

Кроме того 4 4
8

0
2

2

AC B A p
B

A
  









  ,  так как A  0 . Поэтому, если 

введем замену         x y x y J, , , , ,0 то  

A B C D E A
B

A

E

A

B

A

E

A

B

A

E

A

i
B

A

B

A

E

A

x x y x y x y y x x y y

x x y y x x y y

x x x y y x y y

           

       

       

4 3 2 2 3 4 2 2

2

2 2 2 2

4

2 2

2
2 2

2 0

      








 

  








   









 

   








  .

 

Отсюда следует, что  

.0
A

E
2

A2

B

A2

B
2

,
A

E

A2

B

A

E

A2

B

yyxyyxxx

2
yyx

2
x

2
yyx

2
x









           (1.44) 

Используя (1.44) из (1.3), имеем, что A E B C A D1 1 1 1 1 10 2 0   , , , . 

Тогда уравнение (1.2) имеет вид  

 







 

2

2

2

2










  u u  ,  

где  
F

A

1

1

. 

П р и м е р  1.4. В качестве примера возьмем уравнение, приведенное 

в примере 1.3. Если y  0,  то выполняется условие (1.18) и уравнение  
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принадлежит к эллиптическому типу. Уравнение характеристик имеет два 

двукратных комплексно-сопряженных интеграла  

.constiy2x,constiy2x   С помощью замены 

y2,x    уравнение приводится к виду  

 







 

2

2

2

2
0









  u u . 

С л у ч а й  1д). Пусть выполняются условия (1.19). Тогда уравнение 

(1.5) имеет три различных общих интеграла: 

  x y const, ,   ,consty,x    x y const, ,  

причем один из них, например   x y,  - двукратный. Следовательно, мож-

но выбрать три замены  

 

 

 

 

 

 





























;y,x

,y,x

;y,x

,y,x

;y,x

,y,x












       (1.45) 

Однако независимо от того, какую замену из (1.45) будем использовать, в 

силу леммы 1.1 имеем A1 0 и E1 0 .  Кроме того, выполняется тожде-

ство 

A
dy

dx
B
dy

dx
C
dy

dx
D
dy

dx
E A

dy

dx

dy

dx

dy

dx

x

y

x

y

x

y









 









 









 









   









 








 










4 3 2 2











,

на основании которого получаем соотношения  

 B A E Ay y y x y y y x y y y x y y y x x x                     2
2 2

, ,

 ,22AC
2
xyyyxxyyxyx

2
yxx

2
yyy    

 D Ay y y x x x y x y x y x x            2 2 2
2    .  

Отсюда следует, что  

   
0

A
B

2
yyy

xyyx
3

xyyx
1 







, 
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   
0D,0

A
C 12

yyy

xyyx
3

xyyx
1 







 

и уравнение (1.1) приводится к виду  

B u C u F1 1 1   .    (1.46) 

Для дальнейшего упрощения (1.46) используем преобразование перемен-

ных     .0J,,tt,,ss    Тогда получим уравнение  

 A u B u C u D u E u Fssss ssst sstt sttt tttt2 2 2 2 2 2     ,  (1.47) 

где  

2 2 2 3 2 2

2 1 1 2 1 1
A B s s C s s , E B t t C t t ,            

3 2 2 2

2 1 1
B B ( s t 3s s t ) 2C ( s s t s s t ),               

),tsttss4ts(C)tsstts(B3C
2222

1
22

12  
   (1.48) 

).ttstts(C2)tstts3(BD
22

1
32

12    

Выберем переменные s  и t  так, чтобы уравнение (1.47) имело наиболее 

простую форму. Характеристическое уравнение (1.46) имеет вид  










 









 B

d

d
C

d

d
1

3

1

2

0







,                         (1.49) 

причем в силу (1.14) .01   Общими интегралами уравнения (1.49) явля-

ется   .const,f,const    Соотношение   ,constc,c,f   можно 

представить в виде   c,hh   (функция h существует и дифференцируема 

в некоторой окрестности произвольной точки  00 ,  по теореме о неявной 

функции), причем выполняется равенство [52, c.146] 

 
  

).,(C
d

,f,dh
,B 11 




    

Положим  .c,ht,s    Тогда из (1.48) следует, что 

0E,tCDC,0B,0A 2
2

12222    и уравнение (1.47) сводится к виду  

u u
F

C
sstt sttt  2

2

.  
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Нетрудно заметить, что это уравнение после замены s,st2z    можно 

свести к виду 

  ,uu
z

zz2

2





   

где   
F

C

2

24
.  

П р и м е р 1.5. Рассмотрим уравнение 

 y u xyu x y u xyu x uxxxx xxxy xxyy xyyy yyyy
2 2 2 2

2 2 0      . 

Для определения типа уравнения найдем коэффициенты r,q,p  и дискри-

минант  , согласно формулам (1.9) и (1.11): 

    .0,y4x
16

x
r,xyq,y2x

2

1
p

22
2

222    

Нетрудно заметить, что 0p   и   p r p
2 2
12 3 . Следовательно, выполня-

ется условие (1.19). Тогда, согласно указанной классификации, уравнение 

принадлежит к гиперболическому типу. Для приведения к каноническому 

виду последовательно будем использовать следующие замены: 


































.s

,st2z

;s

,
2

t

;yx

,yx
2

22 








 

В результате мы придем к уравнению  

 
     

     
.0u

z2

1
u

z2

1
u

z2

u
z2

z5
u

z2
u

z2

z5
uu

z

22zz2222

z22zz22zzz22zz2

2







































 

 Таким образом, теорема 1.1 доказана. 
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§ 1.4. ПРИВЕДЕНИЕ К КАНОНИЧЕСКОМУ ВИДУ УРАВНЕ-

НИЙ ЧЕТВЕРТОГО ПОРЯДКА С ПОСТОЯННЫМИ 

КОЭФФИЦИЕНТАМИ 

 

В этом параграфе приводится доказательство теоремы 1.2. Рассмот-

рим уравнение (1.1) в случае, когда коэффициенты A B C D, , ,  и E  посто-

янные. Теперь достаточно использовать линейные преобразования пере-

менных ,yx,yxa    причем .0ya    Ясно, что формулы 

(1.3) будут верны, если заменить    x y x y, ,,  через  ,,  и   соответ-

ственно. Выберем коэффициенты  ,,  и   так, чтобы уравнение (1.2) 

имело каноническую форму. 

Доказательство теоремы 1.1, когда коэффициенты уравнения (1.1) по-

стоянны, вполне аналогично общему случаю (см. § 1.3), поэтому на случаи 

1а) - 1д) останавливается не будем. 

Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  1.2.  С л у ч а й  1е). Пусть 

выполняется условие (1.20). Тогда уравнение (1.6) имеет один двукратный 

действительный и два комплексно-сопряженных корня: ,ia,     

 ia
*  . 

Возможны замены: 









;x

yx
1
0




               









;yx

yx
2
0




               









.x

,yx
3
0



 
 

Используем замену
0
1 . Тогда из (1.3) имеем 

.)CB3A6(C

,AE,)DC2B3A4(B

,)BA4(D,EDCBAA

22
1

4
1

23
1

3
1

234
1













 

C другой стороны, из формулы Виета, найдем 

B A 2 ( ),   ),4(AC
222     
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D A  2
2 2 ( ),    E A 2 2 2

( ).   

Тогда уравнение (1.1) приводится к виду 

A u B u С u D u E u F1 1 1 1 1 1         ,           (1.50) 

где 

A A1
2 2 ( ) ,   B A1

2 3
2 ( ) ,   E A1

4  ,  С A E1 1 1  . 

Характеристическое уравнение уравнения (1.50) имеет вид 

.01
d

d
.E

d

d
B

d

d
A

2

11

2

1 





























































 

Нетрудно заметить, что B A E1
2

1 14 0  . Тогда 



 


 


const  

является двукратной характеристикой. Положим t 






 


,  а s выби-

раем так, чтобы выполнялись равенства s t s t     , . 

Следовательно, s   








, причем 

J s t s t   


   




1 0

2

2
( )

.


 

Таким образом, после указанной замены уравнение (1.50) можно привести 

к виду 

,Ф)uu(
s

ttss2

2





 

где 

Ф
F

A
 2

2

,  A A2 1

2

2

2

1 














( )
.


 

 

З а м е ч а н и е  1.3. Если используем замену 2
0

 или 3
0
,  то уравне-

ние (1.1) приводится к виду 
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11111 FuDuCuBuA    

или 

B u C u D u E u F1 1 1 1 1       . 

Но для приведения этих уравнений к каноническому виду опять придется 

использовать замену типа 10 . 

П р и м е р  1.6. Привести к каноническому виду уравнение 

4 4 5 4 125 0u u u u u uxxxx xxxy xxyy xyyy yyyy      . 

Так как A B C D E R     4 4 5 4 1 125, , , , , ,  то  

.
16

17
r,4q,

4

7
p    

Следовательно,   0. Заметим, что условия (1.20) выполняется. Значит 

уравнение является уравнением составного типа. Характеристическое 

уравнение уравнения характеристик имеет вид 

4 4 5 4 1 0
4 3 2         или    2 1 1 0

2 2    . 

Следовательно,  
1

2
 - двукратный действительный, а    i  комплексно 

- сопряженные корни. Так как ,0AC4B,EAC,DB
2   то выбе-

рем следующую замену: t s    
1

2

1

2
   , . Тогда 

s t s t J s t s t            , ,
5

4
 и уравнение приводится к виду  





2

2
16 0

s
u u uss tt( ) .    

С л у ч а й  2). Пусть выполняется условие (1.21). Тогда уравнение 

(1.6) имеет четыре различных действительных корня: 

         1 2 3 4, , , . 

Возможны шесть замен: 
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















































.yx

,yx

;yx

,yx

;yx

,yx

;yx

,yx

;yx

yx

;yx

,yx

4

3

4

2

3

2

4

1

3

1

2

1

















































               (1.51) 

Однако независимо от того, какую замену из (1.51) будем использовать, 

всегда будем иметь уравнение вида (в данном случае выбрали первую за-

мену) 

                               ,FuDuCuB 1111                  (1.52) 

где 



В A

D A

C A

1 1 2
2

1 3 1 4

1 1 2
2

2 3 2 4

1 1 2
2

1 3 2 4 1 4 2 3

    

    

       

( ) ( )( ),

( ) ( )( ),

( ) ( )( ) ( )( ) .

     

     

         

 

Уравнение (1.52) запишем в виде 

                   ,Fmnuu)nm(u 2                         (1.53) 

где 

m n F
F

A










 

  

 

 

 

       
2 3

1 3

2 4

1 4
2

1

1 2
2

1 3 1 4

, ,
( ) ( )( )

.  

Уравнение характеристик уравнения (1.53) имеет вид 

.0)dmndd)nm(d(dd
22    

Следовательно, будем иметь следующие характеристики: 

.constn,constm,const,const    

Введя замену ,0m2J,mt,ms    уравнение (1.53) приве-

дем к виду 

                            ( )( ) ,


 





2 2

2 3
s t

a
s

u u Fss tt                      (1.54) 

где 

a
m n

n m
F

F

m m n







    

 




( )( ) ( )( )

( )( )
,

( )
.

       

   
1 3 2 4 1 4 2 3

1 2 3 4
3

2

2
2
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Заметим, что m n  0, так как в противном случае имели бы равен-

ство ,43    что невозможно. 

 З а м е ч а н и е  1.4. При a  0  уравнение (1.54) примет наиболее 

простой вид 



 

2

3
s t

u u Fss tt( ) .   

Это имеет место, например, в случае, когда корни  3  и  4  линейно зависи-

мы от  1   и  2 : 

.1,0k,Rk,
1k

1

1k

k
,

1k

1

1k

k
214213 











   (1.55) 

П р и м е р  1.7. Привести к простому виду уравнение  

3 13 18 8 0u u u uxxxx xxxy xxyy xyyy    .           (1.56) 

Так как A B C D E    3 13 18 8 0, , , , ,  то  

.
768

143
r,

324

35
q,

8

25
p   

Заметим что .p3r12p,0,0p
22    Следовательно, условие (1.21) 

выполняется. Тогда уравнение (1.56) принадлежит к строго гиперболиче-

скому типу. Корни характеристического уравнения 

3 13 18 8 0
4 3 2        действительны и различны: 

   1 2 3 41 2 0
4

3
   , , , ,  причем при 2k   выполняется условие 

(1.55). Введем замену      x y x y J, , .2 1  Тогда уравнение (1.56) 

переходит в уравнению 

u u  4 0. 

Уравнение характеристик этого уравнения имеет вид   

0dd4dd
33   , 

из которого найдем характеристики 

          const const const const, , , .2 2  
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Введя замену s t J     2 2 4   , , ,  будем иметь 



 

2

0
s t

u uss tt( ) .   

С л у ч а й  3). Пусть выполняется условие (1.22). Тогда уравнение 

(1.6) имеет четыре различных комплексно - сопряженных корня:  

,i,i 21         3 4   i i, .            (1.57) 

Следовательно, возможны шесть замен 





























































.x

,x
6

;yx

,x
5

;x

,yx
4

;yx

,yx
3

;x

,yx
2

;x

,yx
1

000

000

























 

Рассмотрим замену 1
0

. Тогда, как и в случае 1е), получим уравнение 

вида (1.50). Из формулы Виета имеем, что 

     

.))((AE,)(A2D

),4(AC,)(A2B

22222222

2222








  

Тогда для коэффициентов уравнения (1.50) получим следующие формулы: 

 A A B D A E A C A E1
2 2 2

1 1
3

1
4

1 1 12               ( ) , ( ), , .

Следовательно, уравнение (1.50) можно записать в виде 

L u u F( )   1 ,                                       (1.58) 

где 

L A B E  1

2

2 1

2

1

2

2



 



   




. 

Так как ,0A4EA4B
222

11
2
1    то оператор L  - эллиптический. 

Для дальнейшего упрощения уравнения (1.58) введем замену 

s s t t ( , ), ( , ),     причем потребуем выполнения условия 

t s t s     , .  

Тогда получим уравнение 
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,FuEuDuCuBuA 2tttt2sttt2sstt2ssst2ssss2      (1.59) 

где 

 
).ss)(sAssBsE(E),ss)(EA(C

),ss(sBss)EA(2sBDB

),ss()sEssBsA(A

222
11

2
12

22
112

222
111

2
122

222
11

2
12













 (1.60) 

Теперь в качестве s s ( , )   выбираем одну из двух действительных 

характеристик уравнения 

B d A E d d B d1
2

1 1 1
2

2 0( ) ( ) ( ) ,            (1.61) 

например 

s m m
A E A E B

B
  

   
  ,

( )
.

1 1 1 1
2

1
2

1

 

Тогда t m    . Поэтому из (1.60) имеем, что  

B D C A E2 2 2 2 20   , , 

причем .0E,0A 22   Тогда уравнение (1.59) запишется в виде 

,Ф)uu(
t

b
s

ttss2

2

2

2
























   (1.62) 

где 

.
A

F
Ф,0

A

E
b

2

2

2

2   причем b  1, так какA E B2 2 1 0 , . 

З а м е ч а н и е  1.5. Если   , то B D1 1 0   и уравнение (1.58) 

имеет вид 

,Ф)uu(b 12

2

12

2















 








 

где .
A

F
Ф,0

A

E
b

1

1
1

1

1
1   причем b1 1 ,  так как    . 

З а м е ч а н и е  1.6. Если используем замену 2
0

, то рассуждая так 

же, как и выше, мы придем к уравнению (1.62). Если используем остальные 
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замены, то вид уравнения не упрощается, а корни характеристического 

уравнения будут такими же как в (1.57). Поэтому для дальнейшего упроще-

ния мы должны опять использовать замену типа 10  или 20 . 

П р и м е р  1.8. Рассмотрим уравнение  

u u u uxxxx xxyy xyyy yyyy   3 6 10 0. 

Здесь 10E,6D,3C,0B,1A  . Следовательно 

p q r   3 6 10 270400, , , .  Заметим, что условия (1.22) выполняются, 

поэтому характеристическое уравнение 01063
24    имеет четы-

ре различных комплексно - сопряженных корня:  1 2 3 41 1 2, ,, .    i i  

Введя замену    x y x, 2 , будем иметь 

0u4u8u9u8u5   . 

Составляем уравнение вида (1.61): 

.0d4ddd4
22    

Выберем одну из действительных характеристик этого уравнения, напри-

мер, m const   ,  где  m 
1 65

8
.  Тогда новая замена имеет вид 

s m t m      , ,  а уравнение приводится к виду  

  ,0uu
t

b
s

ttss2

2

2

2
























 

где .0
8m9m

m79
b

2





  

 

С л у ч а й  4). Пусть выполняется условие (1.23). Тогда уравнение 

(1.6) имеет два различных действительных и два комплексно - сопряжен-

ных корня: .i,i,, 432211     

Поэтому возможны следующие замены:  
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















































.x

,yx
6

;yx

,yx
5

;yx

,x
4

;yx

,yx
3

;yx

,yx
2

;x

,yx
1

2020

1

0

1

0

2

100

































 

Рассмотрим замену10 . Тогда, как и в случае 1e), получим уравнение 

вида (1.50). Из формулы Виета имеем, что 

 
 

B A C A

D A E A

       

     

( ), ( ) ,

( )( ) , ( ).

     

     

1 2 1 2 1 2
2 2

1 2 1 2
2 2

1 2
2 2

2 2

2

   

    
 

Следовательно, для коэффициентов уравнения (1.50) получим следующие 

формулы 

  .AE,))((AC

),2(ADB),)((AA

4
1

2
21

2
1

21
2

1121
2

1












 

Нетрудно заметить, что С A E1 1 1  . Поэтому уравнение (1.50) можно за-

писать в виде (1.58). Так как 

,0)(AEA4B
2

21
62

11
2
1    

то оператор L  - гиперболический. Для дальнейшего упрощения (1.58) вве-

дем замену ),,(tt),,(ss    при этом потребуем выполнения условия 

.st,st    Тогда получим уравнение вида (1.59), где коэффициенты 

определяются по формулам (1.60). В качестве s s ( , )   выбираем одну из 

действительных характеристик уравнения 

E d B d d A d1
2

1 1
2
0( ) ( )      , 

например 

s m   ,  

где 

m
B B A E

E


 1 1
2

1 1

1

4

2
. 
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Тогда  mt    и для коэффициентов получим следующие формулы: 

.CA,0EA4B)1s(DB,0E 2211
2
1

22
222    

Тогда уравнение (1.59) примет вид 

  ,Фuu
s

c
ts

ttss2

22

















 






 

где с
A

B
Ф

F

B
 2

2

2

2

, . 

З а м е ч а н и е  1.7. Если   2
1 2  ( )( ),   то уравнение при-

водится к виду 

.Ф)uu(
ts

ttss

2





 

П р и м е р  1.9. Рассмотрим уравнение  

u u u u uxxxx xxxy xxyy xyyy yyyy    5 10 10 4 0. 

Так как ,
256

51
r,

8

5
q,

8

5
p   то .0  Следовательно,  характеристи-

ческое уравнение  

   4 3 2
5 10 10 4 0      

имеет два различных действительных и два комплексно - сопряженных 

корня: 

  1 2 3 41 2 1   , , ., i  

Тогда, введя замену    x y x, , уравнение можно привести к виду  

  .0uu
2

22















 








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§ 1.5. КАНОНИЧЕСКИЕ ФОРМЫ ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ 

ЧЕТВЕРТОГО ПОРЯДКА С ПОСТОЯННЫМИ КОЭФФИ-

ЦИЕНТАМИ 

 

Рассмотрим линейное уравнение четвертого порядка 

xxxx xxxy xxyy xyyy yyyy xxx xxy

xyy yyy xx xy yy x y

Au Bu Cu Du Eu Gu Hu

Ku Lu Mu Nu Tu Pu Qu Ru F .

      

        
  (1.63) 

 Как и в § 1.1, введя замену переменных ),y,x(),y,x(    

допускающую обратное преобразование, получаем новое уравнение, экви-

валентное исходному  

,FuRuQuPuTuNuMuLuK

uHuGuEuDuCuBuA

111111111

1111111









 (1.64) 

где коэффициенты 11111 E,D,C,B,A  определяются по формулам (1.3), а 

для остальных коэффициентов получаем следующие формулы: 

,LKHGE6

)(D)4(C

)(B3A6G

3
y

2
yxy

2
x

3
xyy

2
y

yyyx
2
yxy

2
yxxyxyxyy

2
x

yxxxxy
2
xxx

2
x1













 

,L3)2(K

)2(HG3)12

6(E)3333

6(D)242

44(C)

2(B3)612(AH

y
2
yx

2
yyyx

xyxy
2
xx

2
xyyyy

yy
2
yxy

2
yxyyyyyyxyyyx

yyxyxx
2
yyyxxxyyxxyyx

xyxyyy
2
xyxyxyxxyxx

yxxxxy
2
xxxyxxx

2
xxxxx1

xx
























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,L3)2(K

)2(HG3)126(E

)36333(D

)2424

4(C)

2(B3)126(AK

2
yyyxy

2
yx

2
xyyxx

2
xxyyyy

2
yyy

yyxyyxyyyxyyyyyx
2
yxy

yxxy
2
yxxxyxy

2
xyyyyxxyxyx

yxxyxxxyyxxxyxxx

xyxx
2
xxyxxxx

2
xxx1

























 

,LK

HGE6)33(D)

4(C)(B3A6L

3
x

2
yx

y
2
x

3
xyy

2
yyyyx

2
yxy

2
xxx

yxyxyy
2
xyxxxxy

2
xxx

2
x1













 

,TNM

L3)2(K)2(H

G3)43(E)3

3(D)222(C

)33(B)43(AM

2
yyx

2
x

yyyyyxyxyyxxxyx

xxxyyyy
2
yyyyyxyyxy

yxyyyyxxyxxyxyyx
2
xy

yxxxxxyxxxxyxxxx
2
xx1





















 

,yyxyyxxxyyyyyy

xyyxyyyyxyxyxxyyxx

xyxxxyxxxxxxyyyyyyyy

yyyyxyyyxyyyxyyyyyyxyyxy

yxyyxxyyxxyyyyxxyxxyxyyx

xyxyxxyyxxxyyxxxxyxxxxy

xyxxxxxyxxxxxxxxxxxx1

T2)(NM2)(L3

)22(K)

22(H)(G3)46

4(E)333

3(D)222

42(C)33

33(B)464(AN




























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,T4NM

L3)2(K)2(H

G3)43(E)3

3(D)222(C

)33(B)43(AT

2
yyx

2
x

yyyyyxyxyyxxxyx

xxxyyyy
2
yyyyyxyyxy

yxyyyyxxyxxyxyyx
2
xy

yxxxxxyxxxxyxxxx
2
xx1





















 

,yxyyxyxxyyy

xyyxxyxxxyyyyxyyyxxyyxxxyxxxx

QPTNML

KHGEDCBAP








 

,yxyyxyxxyyy

xyyxxyxxxyyyyxyyyxxyyxxxyxxxx

QPTNML

KHGEDCBAQ








 

.RR1   

 Анализ структуры коэффициентов уравнения (1.64) позволяет сделать 

вывод о том, что канонические виды уравнения (1.63) зависят от классифи-

кации корней уравнений  

0EDCBA
234   ,                  (1.65) 

,0LKHG
23                               (1.66) 

.0TNM
2                                             (1.67) 

то есть, от условий: 

 

I. 1)  ;0r,0p,0)а                         ;0r12p,0p,0)б
2   

         ;0r,0q,0p,0)в                  ;0r,0q,0p,0)г   

         ;p3r12p,0p,0)д
22      ;0r,r2p,0)е   

    2)  ;p3r12p,0p,0
22   

    3)  ;r2p,0r,r2p,0        4)  ;0  

 

II. 1)  ;0GK3H,0)a
2*                 ;GK3H,0)б

2*   
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    2)  ;0
*                                                            3)   ;0  

III. 1)  ;0
**    2)  ;0

**           3)  ;0
**    

где  r,q,p  и   определены по формулам  (1.9) и (1.10), а  

.MT4N],)GL9HK()HL3K)(GK3H(4[
3

1 2**222*    

 Здесь ***
,,   - дискриминанты  уравнений (1.65) - (1.67) соответ-

ственно. 

 Отсюда следует, что логически возможны 108 случаев; их можно за-

писать в виде (i, j, k), где i, j, k принимают следующие значение соответ-

ственно: { 1a, 1б, 1в, 1г, 1д, 1е, 2, 3, 4},   { 1a, 1б, 2, 3},   { 1, 2, 3}. 

В каждом из 108 случаев возможны под случаи. 

 

 Пусть коэффициенты уравнения (1.63) постоянны. Тогда возможно 

дальнейшее упрощение уравнения (1.64). Например, в случае (i, 1a, 1), где  i 

 { 1a, 1б, 1в, 1г, 1д, 1е, 2, 3, 4}, введя замену yx,yx   , 

,0   можно получить следующие канонические виды уравнения 

(1.63): 

,ФRuQuPuTuNuMuLuuu

,ФRuQuPuTuNuMuLuuu

,ФRuQuPuNuMuLuKuuu

,ФRuQuPuNuMuLuuu

,ФRuQuPuNuMuuu

yxyyxyxxyyyxxxxxyy

yxyyxyxxyyyxxyxxxx

yxxyxxyyyxyyxxyxxxx

yxxyxxyyyxyyxxxx

yxxyxxyyyxxxx


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
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ГЛАВА II. ФУНКЦИЯ РИМАНА  ДЛЯ ЛИНЕЙНЫХ 

ГИПЕРБОЛИЧЕСКИХ  УРАВНЕНИЙ ЧЕТВЕРТОГО ПОРЯДКА 

И ЕЕ СВОЙСТВА 

 

Как известно, в теории и приложениях гиперболических и эллиптиче-

ских уравнений на плоскости фундаментальную роль играет функция Ри-

мана [8, 14, 65]. В последние годы возрастает интерес к построению функ-

ции Римана для уравнений высокого порядка и исследованию краевых за-

дач для таких уравнений [145, 146]. В работе [68] изучены  экспоненци-

альные и экстремальные свойства функции Римана для общего линейного 

гиперболического уравнения второго порядка. Однака, для уравнения выше 

третьего порядка качественные свойства функции Римана мало изучены.  

 В настоящей главе исследуются некоторые свойства функции Римана 

для линейного гиперболического уравнения с частными производными 

четвертого порядка. 

 

§ 2.1. ФУНКЦИЯ РИМАНА И ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ОБЩЕГО 

РЕШЕНИЯ ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ 

ЧЕТВЕРТОГО ПОРЯДКА В ПРЯМОУГОЛЬНЫХ ОБЛАСТЯХ 

 

В области 
1

D {( x, y ) :0 x , 0 y h}      рассмотрим линейное 

гиперболическое уравнение четвертого порядка 

),y,x(fu)y,x(du)y,x(cu)y,x(cu)y,x(b

u)y,x(bu)y,x(bu)y,x(au)y,x(au)u(L

1y2x1yy3

xy2xx1xyy2xxy1xxyy1





 (2.1) 

где 
i i j 1

a ,c ( i 1,2 ), b ( j 1,3 ), d , f    заданные функции. 
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З а д а ч а  2.1. (Задача Гурса) Требуется найти в области 
1

D  ре-

шение уравнения (2.1),  удовлетворяющее условиям 

,x0),x()0,x(u),x()0,x(u

,hy0),y()y,0(u),y()y,0(u

2y1

2x1








         (2.2) 

причем  

),0()0( 11   ),0()0( 12   ),0()0( 2
'
1   ),0()0(

'
2

'
2    

Сведением задача Гурса (2.1)-(2.2) к эквивалентному интегральному 

уравнению, нетрудно показать её разрешимость в классе М, где 

)}.D(Cu,u,u);D(C)y,x(u:)y,x(u{M 1xxyyxyyxxy1
2   

Т е о р е м а 2.1. Если функции ),3,2,1j(b),2,1i(c,a jii   

),2,1i(],0[C);2,1i(]h,0[C),D(Cf,d
2

i
2

i11    

),0()0( 11   ),0()0(
'
12   ),0()0( 2

'
1   ),0()0(

'
2

'
2    

то решение задачи Гурса (2.1)-(2.2) в классе М существует, единствен-

но и непрерывно зависит от данных  ).2,1i(,,f ii1   

Пусть коэффициенты уравнения (2.1) удовлетворяют условиям 

).D(Cc,c,b,b,b

,a,a,d),3,1j(b),2,1i(c,a

1y2x1yy3xy2xx1

xyy2xxy1jii





                          (2.3) 

 

Тогда определен формально сопряженный оператор *
1L  и имеет место тож-

дество 

                             ,
PQ

)(uL)u(L
*
11












                               (2.4) 

Где 

 

,d)c()c()b()b(

)b()a()a()(L

2132

121
*
1












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,]ucububuauau[

u)b(u)a(uP

23221

32













 

.u]c)b()b()a()a([

u]b)a([Q

12121

11













 

Пусть   – замкнутая ограниченная область с кусочно-гладкой гра-

ницей S . Тогда для любых функций u  и   класса M  в силу тождества 

(2.4) справедливо равенство 

  .QdPddd)](uL)u(L[

L

11 

                               (2.5) 

Функцией Римана оператора 1L  называется функция ),,;y,x(   удо-

влетворяющая условиям: 

1) функция M),;y,x(   по совокупности переменных  

),;y,x(   на ;DD 11   

2) при каждой 1D)y,x(   функция ),,;y,x(   удовлетворяет 

уравнению 

,D),(,0)),;y,x((L 1
*

),(1                                     (2.6) 

3) и условиям на характеристиках x   и y  (см. рис. 5): 

;y0),y,x;()y,;y,x(,0)y,;y,x(

;y0),y,x;(),x;y,x(,0),x;y,x(

2

1













 (2.7) 

где )y,x;(1   и )y,x;(2   являются решениями следующих задач Коши 

соответственно:  

 














 ,y0,1),x;y,x(,0),x;y,x(

,0),x;y,x(),x(b)],x;y,x(),x(a[),x;y,x(

yy

11













 (2.8) 
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












 .x0,1)y,;y,x(,0)y,;y,x(

,0)y,;y,x()y,(b)]y,;y,x()y,(a[)y,;y,x(

xx

32













 (2.9) 

Очевидно, что задачи (2.8) и (2.9) однозначно разрешимы. 

 В соответствии с этим определением функция Римана )y,x;,(
*   

оператора *
1L , принадлежит классу M, удовлетворяет в области 1D  уравне-

нию 0)(L
*

)y,x(1   и условиям на характеристиках  

),,;x()y,x;,(,0)y,x;,(

),,;y()y,x;,(,0)y,x;,(

2yyy

1xxx





























   

где ),;y(1    и ),;x(2    - являются решениями следующих задач Ко-

ши соответственно: 

.1),x;,(,0),x;,(

,0),x;,(),x(b),x;,(),x(a),x;,(

;1)y,;,(,0)y,;,(

,0)y,;,()y,(b)y,;,()y,(a)y,;,(

xxyxx

y3yx2yxx

yxyyx

x1xy1xyy





































 

 

Имеет место 

Т е о р е м а 2.2. Если коэффициенты уравнения (2.1) удовлетво-

ряют условиям (2.3), то функция Римана ),;y,x(   существует, 

единственна и справедливо равенство 

),y,x;,(),;y,x(                                         (2.10) 

где )y,x;,( 
 - функция Римана оператора 


1L . 
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Существование и единственность функции Римана непосредственно 

следует из теоремы 2.1. Доказательство равенства (2.10) следует из (2.5), 

если  .y,x:),(    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

    Рис. 5. 

 

П р и м е р  2.1. Функция Римана для уравнения  

constc,0cuuxxyy   

имеет вид 

.)y()x(
])!1n2[(

c)1(
),;y,x(

0n

1n21n2

2

nn






 



   

П р и м е р  2.2. Функция Римана для уравнения  

0uuu xxyyxxyy   

имеет вид 

 


 









0n

n

0k

1)kn(21k2
k
n

kn
.

]!1)kn(2[)!1k2(

)y()x(
С)1(),;y,x(


  

Отметим, что это уравнение описывает движение идеальной несжи-

маемой экспоненциально стратифицированной жидкости [24]. В этой же 

работе рассмотрены основные краевые задачи для этого уравнения. 



A0(0,h)

A(0,0)

C(x,y)



A1(0,h)

B0(l,0)B1(x,0)

B0(l,h)

 



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 С помощью функции Римана ),,;y,x(   нетрудно получить пред-

ставление общего решения уравнения (2.1) в прямоугольных областях. В 

самом деле, осуществляя интегрирование в (2.5) по области 

 ,y,x:),(    где )y,x(  – произвольная точка области 

,D1  имеем 

 



x

0

y

0

11

x1

)0,(u)0,;y,x([d)],0(u);y,x(C)y,0(u);y,x(B[

)y,0(u)y;0;y,x()y,0(u)y,x(A)y,x(u









 

 )0,(u);y,x(E)0,(u)0,;y,x()0,(a)0,(u);y,x(D 121    (2.11) 

   d)]0,(u);y,x(F)0,(u)0,;y,x()0,(b 13  

 

x

0

y

0

1 ,d),(f),;y,x(d   

где  

),y,0;y,x()y,0(a)y,0;y,x()y,x(A 21     

),,0;y,x()],0(a),0(b[

),0;y,x(),0(a),0;y,x();y,x(B

11

11













 

),,0;y,x()],0(c),0(b),0(a),0(a),0(b[

),0;y,x()],0(a2),0(a),0(b[

),0;y,x()],0(a),0(b[),0;y,x(),0(a

),0;y,x(),0(a),0;y,x();y,x(C

12211

212

112

11

























),0,;y,x()0,(a)0,;y,x();y,x(D 11     

),0,;y,x()]0,(b)0,(a[)0,;y,x()0,(a);y,x(E 2221     

),0,;y,x()]0,(c)0,(b[)0,;y,x()0,(b);y,x(F 2331     

Формулу (2.11) можно рассматривать как представление общего ре-

шения уравнения (2.1), если считать, что функции  
x

u(0, y ), u (0, y ),   
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y
u( x,0 ), u ( x ,0 ) - произвольные дважды непрерывно дифференцируемые 

функции. 

 Если учесть условия (2.2), то из (2.11) получаем представление реше-

ния задачи Гурса: 

 











x

0

y

0

11123

'
11

'
22

''
11

x

0

''
2

y

0

1121

211

.d),(f),;y,x(dd)]();y,x(F)()0,;y,x()0,(b

)();y,x(E)()0,;y,x()0,(a)();y,x(D

)()0,;y,x([d)]();y,x(C)();y,x(B[

)y()y;0;y,x()y()y,x(A)y,x(u







 

 (2.12) 

Аналогично можно получить представление решения задачи Гурса 

для уравнения (2.1), когда граничные данные задаются на других участках 

области. Например, если вместо первых двух условий (2.2) заданы условия 

hy0),y()y,(u),y()y,(u 4x3    , 

то решение задачи Гурса имеет вид  

 



















x

y

0

123

12
'
22

'
12

x

''
2

''
1232

y

0

42432

,d),(f),;y,x(wdd)]()0,;y,x(w)0,(b

)();y,x(F)()0,;y,x(w)0,(a)();y,x(E

)()0,;y,x(w)();y,x(D[d)]();y,x(C

)();y,x(B[)y()y,;y,x(w)y()y,x(A)y,x(u







 

 (2.13) 

где ),;y,x(w   - функция Римана, определяемая как решение задачи Гур-

са 

,0)w(L
*
1   

,0),;y,x(w
x



     );y,x;(),;y,x(w 3x


 

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,0),;y,x(w
y



    );y,x;(),;y,x(w 4y


 


  

)y,x;(3   и )y,x;(4   - являются решениями следующих задач 

Коши соответственно: 

 


















 ,1),x;y,x(w,0),x;y,x(w

,0),x;y,x(w),x(b)],x;y,x(w),x(a[),x;y,x(w

yy

11












 (2.14) 

 


















 ;1)y,;y,x(w,0)y,;y,x(w

,0)y,;y,x(w)y,(b)]y,;y,x(w)y,(a[)y,;y,x(w

xx

32












 (2.15) 

 

а );y,x(F),;y,x(E),;y,x(D),;y,x(C),;y,x(B),y,x(A 222222    

известные функции, выражающиеся через ),;y,x(w   и коэффициенты 

уравнения (2.1). 
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§ 2.2. СВОЙСТВА ФУНКЦИИ РИМАНА 

 

Л е м м а  2.1. Если  

,0)y,x(a)y,x(b:D)y,x( x231                 (2.16) 

то функции ),;y,x(   и  ,;y,x(w ) удовлетворяют неравенствам: 

,0)y,;y,(:),0[         ;1)y,;y,(      (2.17) 

,0)y,;y,0(w:],0(             .1)y,;y,0(w       (2.18) 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим задачу (2.9): 

 )y,;y,x()y,(a)y,;y,x( 2                

 )y,(a)y,(b[ 23   ] ,0)y,;y,x(                    (2.19) 

.x0;1)y,;y,x(,0)y,;y,x( xx         (2.20) 

Пусть  ]d)y,(aexp[)y,x;(

x

1122 



 .  

Тогда  ).y,x;()y,(a)y,x;( 222     

Поэтому, уравнение (2.19) запишем в виде 

 

 

  .0)y,;y,x()y,(a)y,(b)y,x;(

)y,;y,x()y,x;(

232

2
















  

Интегрируя это уравнения дважды по   в пределах от   до x, и учитывая 

(2.20), получим 

     



 
x

111 ,d)y,;y,x(),;y,x(K);y,x()y,;y,x(         (2.21) 

где 

 





x

11
1
2 d)y,x;();y,x( ,              

1
K( x, y; , )     
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=
1

1

1

2 1 3 1 2 1 2 2 2
( ; x, y )[b ( , y ) ( , y )] ( ; x, y )d .







          

Уравнение (2.21) является интегральным уравнением Вольтерра второго 

рода, и его обращение имеет вид 

 



 
x

111 ,d);y,x(),;y,x(R);y,x()y,;y,x(  (2.22) 

где ),;y,x(R 1  – резольвента ядра ).,;y,x(K 1   

Так как   ,0);y,x(:,0D)y,x( 11     то, в силу условия (2.16), 

из (2.22) непосредственно получаем первое неравенство (2.17). Дифферен-

цируя уравнение (2.22) по   и, учитывая условие (2.16), убеждаемся в 

справедливости второго неравенства (2.17). 

 Доказательство неравенств (2.18) аналогично. Оно следует из (2.15).  

 Известно, что одним из качественных свойств функции Римана явля-

ется свойство «взаимности» [8, 65]. В работе [68] для гиперболического 

уравнения второго порядка исследованы экспоненциальные и экстремаль-

ные свойства функции Римана. 

 Аналогичными свойствами обладают функция Римана для гипербо-

лического уравнения четвертого порядка. Для простоты изложения, рас-

смотрим случай, когда .0)y,x(b,0)y,x(b 31    

 

 Л е м м а 2.2. Частные производные первого порядка функции Ри-

мана по каждому ее аргументу выражаются через саму функцию Рима-

на при тех же значениях ее аргументов по формулам 

 

  ;dt)t,;y,x()t,;y,x()t,(h)y;t,()y;,(

),;y,x(),(a),;y,x(

y

11
1

11

2

 












 (2.23) 
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  












x

12
1
2

21

;ds),s;y,x(),s;y,x(),s(h)x;,s(

)x;,(),;y,x(),(a),;y,x(

             (2.24) 

  



x y

2t2s2

2x

dt)],;t,x(),;t,x()t,x(ads),;y,s()y,s(a

),;y,x()y,x(a),;y,x(

 





 

 

x y

st2 ,dt),;t,s()t;s(ads

 

                                                         (2.25) 

 

y

t21y dt),;t,x()t,x(a),;y,x()y,x(a),;y,x(



  

  

x x y

st13s1 dt),;t,s()t,s(adsds)],;y,s(),;y,s()y,s(a[

  

  (2.26) 

где 

1 1 2 2

y x

1 1 1 2 2 , 2 2 1 2 2 ,

( , ; y ) exp a ( ,t )dt , ( , ; x ) exp a ( s, )ds ,

h ( , ) a a a b h ( , ) a a a b

 

 

       

   

   
    

    

     

   

  







  







y x y

1

x

21

,dt)t,s;y,x()t,s(ddsdt)t,;y,x()t,(c

ds),s;y,x(),s(c1),;y,x(

 



 


dt),;t,x()}t,x(c);t,x(

)]aaaab)(;t,x({[1)[;y,x(),;y,x(

11

y

t21t2x121
1
12






 

 

y

tss1s221tts21

x

)]abc)(;t,x([)]t,s(a);t,x({[ds



  
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),,;y,x()aaaab(

ds),;y,s()aaabc(

]dt),;t,s()}cd)(;t,x(

21y2x12

x

sy2ss1s2s22

s11















  

.ds)y,s(aexp);y,x(,dt)t,x(aexp);y,x(

,dt),;t,s(})]t,s(a);y,s([

)cd)(;y,s()]abc)(;y,s({[ds

ds),;y,s()}y,s(c);y,s(

)]aaaab)(;y,s({[1[

);y,x(dt),;t,x()aaaabc(

);,y,x()aaaab(),,y,x(

x

22

y

11

sst12

y

t22stt2t212

x

22

x

s21y2s122

y
1
2xt1t12tt2t21

21y2x123










































































 

 Остановимся, например, на доказательстве равенства (2.26). В силу 

свойства взаимности (2.10) функция ),;y,x(   удовлетворяет уравнению 

0)),;y,x((L )y,x(1  . Интегрируя это уравнение по y в пределах от   

до y и умножая полученное уравнение на );y,x(2  , имеем  

               

 





y

xxt1xtt2t21t2

2x21y2x122

xx12xxy2

.0}dt]a)abc()cd[(

c)aaaab){(;y,x(

]a);y,x([]);y,x([









 

 Теперь интегрируя это уравнение по x в пределах от   до x  

приходим  
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                  

y

3xt1x1xy ).,;y,x(dt),;t,x()t,x(aa



  

Если еще раз интегрируем это уравнение по x в пределах от   до x, то по-

лучим формулу (2.26). 

 Остальные случаи доказываются аналогично. 

Из леммы 2.2 непосредственно следует  

 Теорема 2.3. ( Свойство «экспоненциальности» функции Римана). 

Если в области 1D  коэффициенты уравнения (2.1) 

 

),D(C)y,x(d),2,1i)(D(C)y,x(c

),D(C)y,x(b),2,1i)(D(C)y,x(a

1
n

1
1n

i

1
2n

21
3n

i









 

то функция Римана ),;y,x(   имеет по каждому аргументу непре-

рывные частные производные до 2n   - го порядка включительно, ко-

торые выражаются через саму функцию Римана с помощью конечного 

числа арифметических операций и операций интегрирования над ней и 

коэффициентами уравнения (2.1) и их частными производными указан-

ных порядков. 

 

Свойство экспоненциальности функции Римана позволяет, например, 

оценивать ее частные производные через оценку самой функции Римана.  

Отметим, что функция Римана ),;y,x(  является решением ин-

тегрального уравнения  

,dt)t,s;y,x()t,s;,(Cdsdt)t,;y,x()t;,(B

ds),s;y,x()s;,(A)y)(x(),;y,x(

y yx

x

 







 







 (2.27) 

где 
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).t,s(d)t)(s()t,s(c)t()t,s(c)s()t,s(b)t,s;,(C

),t,(b)t()t,(a)t;,(B

),,s(b)s(),s(a)s;,(A

122

11

32













  

 Нетрудно заметить, что формулы (2.23)-(2.26) нельзя получить путем 

дифференцирования (2.27) с последующим интегрированием по частям по-

лучаемых интегралов. 

 Теперь с помощью экспоненциальных свойств функции Римана 

),,;y,x(   т.е. с помощью формул (2.23)-(2.26) непосредственно можно 

проверить, что функция (2.12) удовлетворяет краевым условиям (2.2) и 

уравнению (2.1). 

 1). Проверка выполнения условия .hy0),y()y,0(u 1   

Прежде всего заметим, что  

  1)y,0;y,x()y,0(a)y,0;y,x()y,x(A 21    .  

Это следует из формулы (2.24). В самом деле  

.ds)],s;y,x(),s;y,x(),s(h)[x;,s(

)x;,(),(a),;y,x(

),;y,x(),(h),;y,x(),(a

),;y,x(),(a),;y,x(

x

122

21

21

1

 





















 

Так как 

 










 



x

1
22

1

,ds)x;y,s()x;y,()y,;y,x(

,1)y,;y,x(,0)y,;y,x(

 

то  1)y,;y,x()y,(a)y,;y,x( 2    . 

Следовательно, 1)y,0;y,x()y,0(a)y,0;y,x( 2    . 
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Заметим, что 0)y,0;y,0(,0)y,0;y,0(    . Тогда 

0);y,0(B1   и из (2.12) имеем  



y

0

111 )();y,0(C)y()y,0(u  . 

Так как ,0)],0;y,0(),0(a[),0;y,0( 1  



   то  

0);y,0(C1  . Следовательно, ).y()y,0(u 1  

 2). Проверка выполнения условия .x0),x()0,x(u 1   

В силу того, что  

      
)0,;0,x()0,(a);0,x(E

),0,;0,x();0,x(D,0);0,x(F,0)0,;0,x(

21

11













   

из (2.12) имеем 

     

.d)]()0,;0,x()0,(a

)()0,;0,x([)0()0,0;0,x()0()0,x(u

12

x

0

121











 
 

Далее, осуществляя интегрирование по частям, получим  

),x(d)()]}0,;0,x()0,(a[

)0,;0,x({)x()0()[0,0;0,x()0()0()0,x(u

112

x

0

1211














 
 

Так как ),0()0(),0()0( 1211    

 0)]0,;0,x()0,(a[)0,;0,x( 2  



  . 

 3). Проверка выполнения условия .hy0),y()y,0(u 2x   

Очевидно, что  
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 



y

0

1x12x1

2xx

.d)]();y;0(C)();y,0(B[

)y()y,0;y,0()y,0(u





 

Непосредственным дифференцированием (2.24) находим 

       ,1),0;y,0(),0(a),0;y,0( x1x    

       ).,0;y,0(),0(a),0;y,0(),0(a),0;y,0( x1x1x     

Тогда .0);y,0(B,1)y,0;y,0( x1x    

Докажем, что .0);y,0(C x1   Для этого вычислим  

 
















y

x1x1
1

111

x1x1

x2x2x

,dt)]t,0;y,0()t,0;y,0()t,0(h)[y;t,0()y;,0(),0(a

),0;y,0(),0;y,0(),0(h

),0;y,0(),0(a),0;y,0(),0(a),0;y,0(













)y;,0()],0(a),0(a[

)],0;y,0(),0;y,0(),0(h)[,0(a

),0;y,0(),0;y,0()],0(h),0(a[

),0;y,0()],0(h),0(a[

),0;y,0()],0(h),0(a2[

),0;y,0(),0(a),0;y,0(

1
2
11

x1x11

x1x12

x12

x12

x2x























 

  



y

x1x1
1

1 .dt)]t,0;y,0()t,0;y,0()t,0(h)[y;t,0(  

 

Тогда 

1x x 1 x

2 x

C (0, y; ) ( 0 , y;0 , ) a ( 0 , ) ( 0 , y;0 , )

a ( 0 , ) ( 0 , y;0 , )

 



     

  

  

 
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  



),0;y,0(),0(a2),0(a),0(b

),0;y,0(),0(a

x212

x1









 

   ),0;y,0(),0(c),0(a),0(a)y,0(b x1212    

),0;y,0(),0(c x1  ,0),0;y,0(x1     

так как  

                        ),0;y,0(),0(c),0;y,0( x1x1    . 

Итак, )y()y,0(u 2x  . 

 4). Проверка выполнения условия .x0),x()0,x(u 2y   

Из (2.12) найдем  

 





)0()0,0,x(C)0()0,0,x(B)0()0,0;0,x(

)0()0,0;0,x()0,0;0,x()0()0,x(u

11212

2y1y








 

 

.d)]();0,x(F)();0,x(E)()0,;0,x()0,(a

)();0,x(D)()0,;0,x([

1y11y12y2

x

0

1y12y







 
 

Прежде всего непосредственной проверкой убеждаемся в том, что  

                ,0)]0,;0,x()0,(a[)0,;0,x( y2y  



   

                 0);0,x(F);0,x(E);0,x(D y1y1y1    . 

Тогда 





)0()0;0,x(C)0()0;0,x(B)0()0,0;0,x(

)0()]0,0;0,x()0,0;0,x([)0()0,x(u

11212

2y1y









 





)0;0,x(D[)0()0;0,x(D)0()0,0;0,x()0,0(a

)0()0,0;0,x()x()0()0,0;0,x(

y11y12y2

2y22y








 

 )0,0;0,x(1[)x()0()]0;0,x(E y211   



– 72 – 

).0()]0;0,x(C)0;0,x(E)0;0,x(D[)0()]0,0;0,x(

)0,0;0,x([)0()]0,0;0,x()0,0;0,x(

)0;0,x(D)0;0,x(B[)0()]0,0;0,x()0,0(a

11y1y12y

2y

y112y2

















 

Здесь мы использовали следующие условия согласования:    

   ),0()0( 21     ),0()0( 21     ),0()0( 22     ),0()0( 11    

Так как 

,0)0,0;0,x()0,0(a)0,0;0,x(1 y2y     

,uxy  

          )0,0;0,x( ,0)0,0;0,x(y   

0)0;0,x(C)0;0,x(E)0;0,x(D 1y1y1  , 

то  )x()0,x(u 2y  . 

Для доказательство того, что функция (2.12) удовлетворяет уравне-

нию (2.1), достаточно установить, что функция 


y

0

1

x

0

d),(f),;y,x(d)y,x(u   

удовлетворяет условию (2.1). В самом деле, мы могли бы вместо функции  

)y,x(u  ввести новую неизвестную функцию 

)},0(xy)0()]0(

)x([y)x()]0()y([x)y({)y,x(u)y,x(w

122

21121








 

которая удовлетворяет уравнению (2.1) с другой правой частью и однород-

ным условиям 

  0)0,x(w)y,0(w)0,x(w)y,0(w yx  . 

Используя теорему симметричности и следующие свойства функции 

Римана 

  ),x;y,x()y,;y,x()y,;y,x(),x;y,x yx   

          ,0),x;y,x(),;y,x( yyxx   1)y,x;y,x(xy  , 
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найдем соответствующие производные: 

 

x

0

y

0

1xx d),(f),;y,x(d)y,x(u  , 

 

x

0

y

0

yy d)y,x(u  1f),;y,x(  ,d),(   

  

x

0

y

0

1xx1

y

0

xxx ,d),(f),;y,x(dd),x(f),x;y,x()y,x(u   

  

x

0

y

0

1yy1

y

0

yyy ,d),(f),;y,x(dd)y,(f)y,x;y,x()y,x(u   

  

x

0

y

0

1xxy1

y

0

xyxxy ,d),(f),;y,x(dd),x(f),x;y,x()y,x(u   

  

x

0

y

0

1yyx1

y

0

yxyyx ,d),(f),;y,x(dd)y,(f)y,;y,x()y,x(u   

 

x

0

1xxy1xxyy d)y,(f)y,;y,x()y,x(f)y,x(u   


y

0

xyy  

x

0

y

0

1xxyy1 .d),(f),;y,x(dd),x(f),x;y,x(   

Подставляя эти значения в (2.1) и учитывая, что 

,0)),;y,x((L )y,x(1 

 ,0)y,;y,x()y,x(a)y,;y,x( xy2xxy    

0),x;y,x()y,x(a),x;y,x( xy1xyy    

убеждаемся в том, что  ).y,x(f))y,x(u(L 11   
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§ 2.3. ФУНКЦИЯ РИМАНА ДЛЯ ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО 

УРАВНЕНИЯ ЧЕТВЕРТОГО ПОРЯДКА С ТРЕМЯ 

КРАТНЫМИ ХАРАКТЕРИСТИКАМИ 

 

В области    }0уh,x0:у,х{D 12     рассмотрим линей-

ное гиперболическое уравнение четвертого порядка 

       

          ,у,хfuу,хuу,xuу,хuу,x

uу,хuу,xuу,хuuL

2у2x1xу2

xx1xxу2xxx1xxxу2








   (2.28) 

где   2iii f,,2,1i,,    - заданные функции. 

З а д а ч а  2.2. (Задача Гурса). Требуется найти в области  D2 ре-

шение уравнения (2.28), удовлетворяющее условиям 

             

       

   

    ,x0,x0,xu

,0уh,уу,0u

,уу,0u,уу,0u

1

13xx

2x1













                                (2.29) 

причем             .00,00,00 131211    

Cведением задачи 2.2 к эквивалентной системе интегральных уравне-

ний, нетрудно показать ее разрешимость в классе 1M , где 

 )D(Сu,u,u);D(Сu,u);D(Cu:uМ 2xxxуxxуxxx2xуxx2
1

1   

Т е о р е м а  2.4.  Если функции  

    ],0,h[C,,],,0[C,DCf,,2,1i,, 1
1

321
3

12iii     

           ,00,00,00 3
''
12

'
111     то решение задачи Гурса в 

классе 1M  существует, единственно и непрерывно зависит от данных  

 .3,1i,,f i12   
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Пусть 

   2у2х1xxу2xx1xxу2xxx12iii DС,,,,,,f,,2,1i,,   .   (2.30) 

Тогда определен формально сопряженный оператор 
2L  и имеет место тож-

дество 

   













PQ
uLuL
*
22                       (2.31) 

где 

  

       

     

   

 

      .uuuuuuu

uuuuuQ

,u][P

,

L

1211221

111

2221

212

121
*
2































 

Функцией Римана оператора  2L  называется функция     ,;у,х    

удовлетворяющая условиям : 

1) функция   1М,;у,х   по совокупности переменных    ,;у,х    

на ;DD 22   

2) при каждой   2Dу,х   функция   ,;у,х  удовлетворяет уравне-

нию        2
*

,2 D,,0,;у,xL    и условиям на характеристиках  

:у,x    

    ,0,x;у,х,0,х;у,х     

    


 
у 111 ),;у,х()y,;у,х(],d,ха[ехр,х;у,х     

где   ;у,х  - решение следующей задачи Коши: 
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         

       

2 2 2

2 2 2

х, у; , у , у х, у; , у [ , у 2 , у ]

х, у; , у [ , у ( , у ) , у ] х, у; , у 0,

  

  

         

         

   

    
 

      .1у,;у,х,0у,;у,х,0у,;у,х ххх      

Существование и единственность функции Римана    ,;у,х  непо-

средственно следует из теоремы 2.4. 

Интегрируя тождество (2.31) по области 

  ,0у,x0:,    где  у,х  – произвольная точка обла-

сти ,D2  имеем  

x

1 3 1

0

y

3 1 3 3 2

0

3 2 3 1 3 1

yx

0 0

u( x, y ) ( x , y; x ,0 ) ( x ) A ( x , y; ) ( )d

[ ( x , y;0 , ) ( ) ( 0 , ) ( x , y;0 , ) ( ) B ( x , y; ) ( )

C ( x , y; ) ( ) D ( x , y; ) ( ) E ( x , y; ) ( )]d

d ( x , y; , ) f ( , )d ,

     

            

         

      

  

    

   







 

    

(2.32) 

где   

         

       

   ,0,;у,х]0,

0,0,[0,;у,х]0,2

0,[0,;у,х0,0,;у,х;у,хA

2

222

223



















 

       ,,0;у,х,0,0;у,х;у,хВ 23   
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       

   ,,0;у,х],0

,0а[,0;у,х,0;у,хС

1

113



 




 

         

   ,,0;у,х],0

,0[,0;у,х,0,0;у,х;у,хD

2

223



 




 

         

         .,0;у,х],0,0,0[,0;у,х

],0,02[,0;у,х,0;у,хE

111

1113













 

Рассмотрим теперь уравнение (2.28) в области  

  .hу0,0x:у,хD 13    

Тогда решение задачи Гурса для уравнения (2.28) с условиями 

           

    .0x,х0,xu

,hу0,уу,0u,уу,0u,уу,0u

2

2xx2x2








 (2.33) 

имеет вид 

      

         

         

           

        ,d,f,;у,хdd];у,хE

;у,хDv;у,хCv;у,хВ

,0;у,х,0,0;у,х[

d;у,хАх0,х;у,ху,xu

у

0 2

х

024

'
2424

'
24

2

у

0 1
'
2

х

0 242























    (2.34) 

где   ,;у,х - функция Римана, построенная в области 3D , а 

4444 D,C,B,A и 4Е  определяются также как и в предыдущем случае. 

Нетрудно заметить, что   ,;у,х  – удовлетворяет уравнению  
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       

        ,d,;у,х;,Кdd,;у,х;,H

d,;у,х,х
2

1
,;у,х

х х у 1111111111

у 1111
2

  







  







  

где  

         

           .,,,
2

1
;,K

),,(
2

1
,,;,H

111111111
2

1111

12
2

1121121









 

 Введем новую неизвестную функцию    ,;у,х0  по формуле  

 

       

   















х 22022

у 220210

,d,;у,х;,Т

d,;у,х;,Т,;у,х,;у,х

 

где   21 ;,T    и  );,(T 22   - определяются как решение следующих 

уравнений Вольтерра второго рода: 

       





1

,d;,Т,,;,Т 2121211111     

        .d;,Т;,H;,H;,T 21222112
1




  

Заметим, что  

       

       










1

,d;,H;,R;,H;,T

,,exp,;,T

21221112

1111111

 

где   21 ;,R   - резольвента ядра   .;,H 2  Тогда для     ,;у,х0   

получаем уравнение  
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          
 


х у 111011

2
0 d,;у,х,;,Кdх

2

1
,;у,х , 

решение которого имеет вид 

              ,dx,;,Rd
2

1
х

2

1
,;у,х

у 1
2

111х 1
2

0  


  

где  

           

        ,d,,T,,Kd,,T,,K

,,T;,H;,T,;,K,;,K

1 1
2112212121211211

21111121111111

 














 

а  11 ,;,R   - резольвента ядра  .,;,K 111   
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§ 2.4. ЗАДАЧА ДИРИХЛЕ ДЛЯ  ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО 

УРАВНЕНИЯ ЧЕТВЕРТОГО ПОРЯДКА 

 

В области }hy0,x0:)y,x{D1    рассмотрим уравнения  

   constc,0cuu)u(L xxyy                        (2.35) 

Уравнение (2.35) по классификацию, указанному в § 1.1 главы I, при-

надлежит к гиперболическому типу. Прямые consty,constx   являются 

действительными двукратными характеристиками. 

Как известно, задача Дирихле для уравнения гиперболического типа 

второго порядка с данными на характеристиках вообще говоря является не-

корректной. Но в некоторых случаях удается доказать корректность задачи 

типа Дирихле для гиперболических уравнений второго порядка [103]. 

В этом параграфе рассматривается задача Дирихле для уравнения 

(2.35) с данными на характеристиках. 

Уравнения (1) будем изучать в классе функций 

 1

2 1 ху хху хуу 1 ххуу 1
М u : u C ( D );u ,u ,u С( D );u С( D ) .     

З а д а ч а 2.3 (Задача Дирихле). Требуется найти в области 1D  

функцию u(х,у) из класса  
2

М , удовлетворящую уравнению (2.35) и крае-

вым условиям 

,hy0),y()y,(u),y()y,0(u 21                (2.36) 

,x0),x()h,x(u),x()0,x(u 21               (2.37) 

где )2,1i(),x(),y( ii   - заданные гладкие функции, причем 

).h()0(),()h(),0()(),0()0( 22222111     (2.38) 

Т е о р е м а 2.5. Если с0, то решение задачи Дирихле в классе  

2М  единственно. 

Для доказательства теоремы 2.5 рассмотрим однородную задачу Ди-

рихле и используем метод «abc» [99].  
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Рассмотрим тождество  

,0сu)у(Вu)у(Вu)у(В
2

1
)u)y(B

2

1

uu)у(В()uu)y(Вuu)y(B()u(uL)y(B

22
ху

2
х

''
у

2
x

'

ххухху
'

хуу





     (2.39) 

где  yB  - произвольная функция из класса ]h,0[C
2 . 

Интегрируя тождество (2.39) по области 1D  и используя формулу 

Грина с учетом однородных краевых условий (2.36), (2.37), будем иметь: 

 

1D

22
xy

2
x

''
.0dxdy]cu)y(Bu)y(Bu)y(B

2

1
[   (2.40) 

Подберем  yB  так, чтобы она удовлетворяла условиям  

                    .0)у(B,0)у(B:]h,0[у
''   

Hапример, в качестве  yB  можно выбрать функцию  

                                .
h8

у
ехр)y(B

2

2













 
  

Очевидно, что 

].h,0[у,0)
h8

у
(ехр)h2у)(h2у(

h16

1
)у(B,0)у(В

2

2

4

'' 


  

Тогда из (2.40), при  0с   будем иметь 

                    .0u:D)у,х(,0u,0u:D)у,х( 1хух1   

Отсюда следует, что .0)у,х(u:D)у,х( 1   

Теорема 2.5 доказана. 

Отметим, что условие 0с   имеет существенное значение, так как не-

выполнение этого условия приведет к нарушению единственности решения 

задачи Дирихле. 

Например, при ...,2,1n,
h

n
с

22

44

n 



 однородная задача Дирих-

ле для уравнения (2.36), то есть для уравнения 
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                                      ,0u
h

n
u

22

44

ххуу 



 

имеет счетное число нетривиальных решений вида  

                           .constА,у
h

n
sinх

n
sinА)у,х(un 




 

Теорема 2.6. Если )2,1i(],0[C)x(],h,0[C)y(
2

i
2

i    и 

выполнены условия согласования (2.38), то решение задачи Дирихле су-

ществует и принадлежит классу 2М . 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для доказательства существования решения 

задачи Дирихле рассмотрим вспомогательную задачу Гурса для уравнения 

(2.36) с данными 

,hy0),y()y,0(u),y()y,0(u 1x1     (2.41) 

,x0),x()0,x(u),x()0,x(u 2y1     (2.42) 

где    x,y 21   - пока неизвестные функции. 

Известно, что если ],,0[С)x(),x(],h,0[С)y(),y(
2

21
2

11    

то решение задачи Гурса (2.36), (2.41), (2.42) существует, единственно и 

представимо в виде [см. § 2.1 главы II]  











x

0

''
2

''
2

11

y

0

11

,d)]()0,,y,x()()0,;y,x([

d)](),0;y,x()(),0;y,x([

)y()y,0;y,x()y()у,0;y,x()y,x(u













  (2.43) 

где 

 





 





0n

1n21n2

2

nn

)у()х(
)!1n2(

c)1(
),;у,х(        (2.44) 

- функция Римана. 

Отметим, что функция ),;у,х(   является решением сопряженной 

задачи:  
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,x0),y,x;(),;y,x(,0),;y,x(

,y0),y,x;(),;y,x(,0),;у,х(

,0c)(L

2yy

1xx

*























    (2.45) 

где )y,x;(1  и )y,x;(2   являются решениями следующих задач Коши 

соответственно: 

.x0,1)y,;y,x(,0)y,;y,x(

,0)y,;y,x(

;y0,1),x;y,x(,0),x;y,x(

,0),x;y,x(

xx

yy





























 

Нетрудно заметить что задача (2.45) эквивалентно сводится к решению ин-

тегрального уравнения Вольтера второго рода  

  

 


x y

111111 ,d),;y,x())((dc)y)(x(),;y,x(

 

решение которого представимо в виде (2.44). 

 Для определения неизвестных функций )y(1 , )x(2 , воспользуем-

ся краевыми условиями )y()y,(u 2  и ).x()h,x(u 2  Тогда получаем 

следующую систему интегральных уравнений: 
























 



x

0

h

0

21
''
2

0

''
21

у

0

11

),х(Фd)(),0;h,x(d)()0,;h,x(

,d)()0,;y,(d)(),0;y,(

)у(Ф)y()y,0;y,(



















 (2.46) 

где 
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 

 

 









h

0

x

0

11

2122

y

0 0

11

211

.d)()0,;h,x(d)(),0;h,x(

)0()h,0;h,x()h()h,0;h,x()x()x(

,d)()0,;y,(d)(),0;y,(

y)y()y,0;y,()y(























 

Дважды продифференцировав по x  второе уравнение системы (2.46) и 

учитывая равенства ,h)0,x;h,x(,)y,0;y,( x     придем к системе 

интегральных уравнений типа Фредгольма: 




















 

.)x(d)(),0;h,x(d)()0,;h,x()x(h

),y(d)()0,;y,(d)(),0;y,()y(

h

0

21xx

x

0

2xx2

y

0 0

1211













 (2.47) 

Обращая вольтерровскую часть первого уравнения системы (2.47) от-

носительно ),у(1  будем иметь 

,d)(),у(К)y(Ф)y(

0

''
21

*
11 



                   (2.48) 

где 



у

0

111
*
1 ,d)(Ф),y(R

1
)y(

1
)y(Ф 


 



y

0

11 ,d)0,;,(),y(R
1

)0,;y,(
1

),у(К  





 

),y(R1   - резольвента ядра    ).,0;y,(
1

 


  

Подставляя значение )у(1  во второе уравнение системы (2.47), по-

лучаем уравнение  
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),x(d)(),х(Кd)()0,;у,x()x(h
*
2

0

''
22

x

0

''
2xx2   



 (2.49) 

где  

,d),(K),0;h,x(),х(К 1xx

h

0

2  
 

.d)(Ф),0;h,x()x(Ф)х(Ф

h

0

*
1xx

''
2

*
2   

 Наконец, обращая вольтеровскую часть уравнения (2.49), придем к 

интегральному Фредгольма второго рода  

 



0

2
''
2

''
2 ),х(Ф

~
d)(),x(K)x(     (2.50) 

где 









х

0

*
22

*
22

x

0

112122

,d)(Ф),x(R)х(Ф)х(Ф
~

,d),(К),x(R),х(К),х(К





 

),x(R2   - резольвента ядра ).0,;h,x(
h

1
xx   

Ограничения, наложенные на граничные функции ),y(i  

),2,1i()x(i   позволяют утверждать, что  .,0С)х(Ф
~
2  Гладкость ядра 

),х(К   следует из свойства функции Римана ).,;y,х(   Кроме того 

0)x,х(К  . 

Таким образом, разрешимость задачи Дирихле эквивалентно сведена 

к разрешимости интегрального уравнения Фредгольма второго рода (2.50). 

В силу единственности решения задачи Дирихле и альтернативы 

Фредгольма, уравнение (2.50) имеет единственное решение, принадлежа-

щее классу  C 0, .  
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Решение уравнения (2.50) представим в виде  

 



0

2
*
2

''
2 ),x(fd)(

~
),x(R)x(

~
)x(   

где ),x(R   - резольвента ядра ),,x(K   а )x(f  - известная функция. 

Таким образом, для определения ),x(2  мы приходим к задаче  

),0()(),0()0(),x(f)x(
'
22

'
12

''
2     

решение которого имеет вид 

  




0

0
'
1

'
2

'
12 ,d)(f),x(G)0()0(

x
)0()x(   

где  





















.x,
)(x

,x0,
)x(

),x(G0
















  

Итак, функция )x(2  найдена. Тогда другая неизвестная функция 

)y(1  определяется по формуле (2.48). 

Нетрудно заметить, что    .,0C)x(,h,0C)y(
2

2
2

1    Подстав-

ляя значения этих функций в формулу (2.43), полностью определим реше-

ние задачи Дирихле. Нетрудно показать принадлежность решения (2.43) к 

классу .M 2  

Теорема 2.6 доказана. 
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ГЛАВА III. КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ ДЛЯ ГИПЕРБОЛИЧЕСКИХ 

УРАВНЕНИЙ ЧЕТВЕРТОГО ПОРЯДКА 

 

В этой главе рассмотрены основные краевые задачи для линейных 

гиперболических уравнений четвертого порядка. Рассмотрены случаи, ко-

гда коэффициенты уравнения терпят разрывы. 

 

§ 3.1. ОСНОВНЫЕ КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ ДЛЯ ГИПЕРБОЛИ-

ЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ ЧЕТВЕРТОГО ПОРЯДКА 

 

В области  hy0,x0:)y,x(D1   рассмотрим уравнение 

).y,x(fduucuc

ubububuauau)u(L

1y2x1

yy3xy2xx1xyy2xxy1xxyy





      (2.1) 

З а д а ч а 3.1. (Первая краевая задача). Найти в области 1D  реше-

ние уравнения (2.1) из класса М, удовлетворяющее условиям 

,hy0),y()y,(u),y()y,0(u 21                        (3.1) 

,x0),x()0,x(u),x()0,x(u 2y1                         (3.2) 

где  i iу х( ), ( )  (i=1,2) - заданные функции, причем 

                    










).()0(),0()0(

),()0(),0()0(

2221

1211








                                  (3.3) 

Пусть u у v ух ( , ) ( ),0   где v у( ) - неизвестная функция. Тогда реше-

ние уравнения (2.1), удовлетворяющее условиям (3.2) и  

u у у( , ) ( ),0 1   ),y(v)y,0(ux   имеет вид (см. § 2.1 главы II) 

,d)(v);y,x(B)y(v)y,0:y,x()y,x(T)y,x(u

y

0

1         (3.4) 

где 
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 



























x

0

y

0

1

1123

1122

x

0

112

y

0

1111

.d),(f),;y,x(d

d)]();y,x(F)()0,;y,x()0,(b

)();y,x(E)()0,;y,x()0,(a

)();y,x(D)()0,;y,x([

d)();y,x(C)y()y,x(A)y,x(T











 

Из (3.4), с учетом второго условия (3.1), имеем 

 

y

0

11 ),y(Td)(v);y,(B)y(v)y,0;y,(     (3.5) 

где T y T y y1 20( ) ( , ) ( ).    

В силу первого неравенства (2.17) заключаем, что уравнение (3.5) яв-

ляется интегральным уравнением Вольтерра второго рода и имеет един-

ственное решение. Поэтому решение )y(v  уравнение (3.5) принадлежит 

классу  .h,0C
2  Подставив v y( ) в представление (3.4), найдем решение за-

дачи 3.1. 

Итак, справедлива следующая 

Т е о р е м а 3.1. Пусть выполняются условия (2.3), (2.16), (3.3) и  

    ).2,1i(,,0C)x(),2,1i(,h,0C)y(
2

i
2

i    

Тогда задача 3.1 в классе М имеет единственное решение. 

З а д а ч а 3.2. (Третья краевая задача). Найти в области 1D  ре-

шение  y,xu  уравнения (2.1) из класса М, удовлетворяющее условиям 

,hy0),y()y,0(u)y()y,0(u 11x    

,hy0),y()y,(u)y()y,(u 22x                   (3.6) 

,x0),x()0,x(u),x()0,x(u 2y1    
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где )2,1i()x(),y(),y( iii   - заданные функции, причем  

     ),0()0()0()0( 1111    ).0()()0()( 2121        (3.7) 

Пусть ).y()y,(u),y()y,0(u 21     Тогда из (3.6) имеем, что  

      u y y y yx ( , ) ( ) ( ) ( ),0 1 1 1      ).y()y()y()y,(u 222x    

Из (2.11) и (2.13) непосредственно получим 

 









y

0
22222

222

y

0

11111

111

),y,x(Hd)()];y,x(C)();y,x(B[

)y()]y()y,;y,x(w)y,x(A[)y,x(u

),y,x(Hd)()];y,x(C)();y,x(B[

)y()]y()y,0;y,x()y,x(A[)y,x(u














    (3.8) 

где H x y ii ( , )( , ) 1 2  - известные функции. Полагая x  и x  0  в (3.8) 

соответственно, имеем 

,)y,(Hd)()];y,(C)();y,(B[

)y()]y()y,0;y,()y,(A[)y(

y

0

11111

1112

 









 

 

 



y

0

22222

2221

).y,0(Hd)()];y,0(C)();y,0(B[

)y()]y()y,;y,0(w)y,0(A[)y(



  

 

Отсюда, исключая  2 ( )y , приходим к уравнению 

     ( ) ( ) ( , ) ( ) ( ),y y K y d H y

y

1 1 3

0

                 (3.9) 

где 

 

  )},,0;y,()y()y,0(a)y,0;y,({

)y,;y,0(w)y()y,(a)y,;y,0(w{1)y(

12

22
















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а )y(H),,y(K 3  - известные функции. 

Нетрудно заметить, что если  

,0)y()y,0(a,0)y()y,(a:],0[y 1222        (3.10) 

то  ( ) ;y  0  следовательно, уравнение (3.9) является интегральным урав-

нением Вольтерра второго рода, которая допускает единственное решение. 

Итак, справедлива 

Т е о р е м а 3.2. Пусть выполняются условия (2.3), (2.16), (3.7), 

(3.10) и     ).2,1i(,,0C)x(,h,0C)y(),y(
2

i
2

ii    Тогда решение 

задачи 3.2 в классе М существует и единственно. 

Отметим, что если ),2,1i(0)y(i   то получим вторую краевую 

задачу. 
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§ 3.2. АНАЛОГ ЗАДАЧИ ДАРБУ ДЛЯ ГИПЕРБОЛИЧЕСКИХ 

УРАВНЕНИЙ ЧЕТВЕРТОГО ПОРЯДКА 

 

В треугольнике 1D , ограниченной отрезками АС и ВС характеристик 

0hy,0x   уравнения (2.1) и отрезком АВ прямой ,xy   рассмотрим 

задачу Коши. 

З а д а ч а  3.3 (Задача Коши). Найти в области 1D  решение урав-

нения (2.1) из класса )}D(Cu,u,u,u:u{M 1xxyxyx3  , удовлетворяю-

щее условиям  

),x(u),x(u),x(u),x(u
ABxxyABxyABxAB

   (3.11) 

где )x(),x(),x(),x(   - заданные функции. 

Используя формулу (2.5) по треугольнику 

}y,yx:),{(D1     (см. рис. 6) и проводя аналогичные вы-

числения как и в § 2.1, получим 

        

,d)y,x(f),;y,x(d

d)]();y,x(C)();y,x(B

)();y,x(A)(),;y,x([)y()y,x(u

y

x

y

x

1

33

y

x

3







 









 (3.12) 

где 

 

),,;y,x()],(a),(a

),(b),(b),(b[),;y,x(),(a

),;y,x(),(a),;y,x();y,x(B

),,;y,x()],(a),(a[),;y,x();y,x(A

21

3212

13

213

























  





),;y,x()],(a),(b),(b[),;y,x(),(a

),;y,x(),(a),;y,x();y,x(C

1312

13








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 ),;y,x()],(a2),(a),(b2),(b[ 2132    

).,;y,x()],(c),(c),(a

),(a),(b2),(b),(b),(b[

212

13321













 

 

 

Рис. 6. 

 

Формула (3.12) позволяет в явном виде написать решение задачи (2.1), 

(3.11). 

 Теорема 3.3. Пусть выполняются условия (2.3) и 

 
).D(C)y,x(f],h,0[C)x(

],h,0[C)x(),x(],h,0[C)x(

11

12








 

Тогда в области D1 решение задачи 3.3 существует, единственно и 

представимо в виде (3.12). 

 Из формулы (3.12) следует, что значение решения задачи Коши в 

некоторой точке C ( x, y )  не зависит от данных Коши вне треугольника 

,CBA   образованного двумя характеристиками BC,AC   и отрезком 

,BA   несущего данные Коши. 



C(0,h)

A(0,0)

A
/

B
/

D
/
1


 

  
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 Таким образом, из формулы (3.12) вытекает вывод, вполне анало-

гичный выводу из формулы Римана в теории гиперболических уравнений 

второго порядка: к данному решению задачи, зафиксированному внутри 

треугольника ,CBA   можно присоединить вдоль характеристики, вооб-

ще говоря, различные решения, являющиеся его продолжением. 

 

 В области 1D  для уравнения (2.1) рассмотрим следующую задачу: 

 З а д а ч а 3.4. (Задача Дарбу). Найти в области 1D  решение 

уравнения (2.1), удовлетворяющее условиям  

).x(u),x(u),x(u),y()y,0(u ABxxyABxyABx    (3.13) 

 Если в представлении (3.12) положим ,0x   то получим 

   









y

1

y

0

33

y

0

3

d),(f),;y,0(dd)]();y,0(C)();y,0(B

)();y,0(A)(),;y,0([)y()y(







 

или    

                      )y(d)();y,0(C)y(

y

0

3    ,                         (3.14) 

где 

             )y()y(   

y

0

3 )();y,0(A)(),;y,0([   

                    +  

y

0

y

13 .d),(f),;y,0(dd)]();y,0(B



  

Найдя )y(  из уравнения (3.14) и подставляя ее в соотношение (3.12), по-

лучим решение задачи Дарбу (2.1), (3.13). 
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 Т е о р е м а  3.4. Пусть выполняются условия (2.3) и  

              

)D(C)y,x(f],h,0[C)x(

],h,0[C)x(),x(],h,0[C)y(

11

12








   

Тогда в области 1D  решение задачи 3.4 существует и единственно. 

 Следует заметить, что краевая задача 

)x(u),x(u),x(u),x()h,x(u
ABxxyABxyABx     

для уравнения (2.1) не является правильно поставленной, так как любая 

функция, зависящая только от у и обращающаяся в нуль при hy   является 

решением однородной задачи 

0u,0u,0u,0u,0u
BCABxxyABxyABxxxyy  . 

 Следовательно, характеристики consty,constx   не являются 

равноправными как носители граничных данных. 
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§ 3.3. КРАЕВАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ УРАВНЕНИЯ ЧЕТВЕРТОГО 

ПОРЯДКА С РАЗРЫВНЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ 

 

В области   D x, y : 0 x , 0 y h      рассмотрим уравнение 

 1 xxyy 1 xxy 1 xx 2 xy 3 yy

1 x 2 y

L u u a u b u b u b u

c u c u du 0,

     

   
         (3.15) 

коэффициенты которого терпят разрывы первого рода при переходе через 

линию .x0,xx 00   

З а д а ч а  3.5. Требуется найти решение уравнения (3.15) в обла-

сти  ,xx\D 0  удовлетворяющее начальным данным  

               ,xx0,x0,xu,x0,xu 02y1       (3.16) 

               ,xx,x0,xu,x0,xu 04y3        (3.17) 

краевым условиям 

                         ,hy0,yy,u,yy,0u 21                     (3.18) 

условиям сопряжения на линии разрыва коэффициентов 

        hy0,y,0xuy,0xu,y,0xuy,0xu 0x0x00   (3.19) 

и условиям согласования  

            

           .0,0,00

,00,xx;1,0ixx

'
423

'
2

1104020
)i(

30
)i(

1

21









         (3.20) 

Аналогичная задача для уравнения третьего порядка исследована в 

работе [146]. 

Имеет место соотношение 

   

  ,]ucubub

ubuauu[]ucubub

ubu)a(u)a(uu[)(uL)u(L

233

21121

111
*
11



















 (3.21) 

где 
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     

      .dccb

bb)a(L

213

211
*
1












 

 Функции Римана   ,;y,x1 и   ,;y,x2  соответ-

ственно в областях    0201 xxDD,xxDD   будем опреде-

лять из условий (см. главы II): 

                          2,1i,D),(,0)(L ii
*
1   , 

    

 

 ,;y,xw),;y,x(,0),;y,x(

,;y,x),;y,x(,0),;y,x(

iyiyi

ixixi

















         (3.22) 

где  2,1i),;y,x(w),;y,x( ii   - решения следующих задач Коши: 

            

 


























,1),x;y,x(,0),x;y,x(

,0),x;y,x()y,x(b

)],x;y,x()y,x(a[)1(,x;y,x

yiyi

i1

i1
i

i
















        (3.23) 

            

   













.1)y,;y,x(,0)y,;y,x(

,0y,;y,xy,b)y,;y,x(

xixi

i3i









                 (3.24) 

Введем обозначения 

             
     

      .hy0,yy,0xuy,0xu

,hy0,yy,0xuy,0xu

0x0x

00








                 (3.25) 

Проинтегрируя тождество (3.21) по областям 

     y0,xx:,D,y0,xx:,D 0
*
20

*
1    

и учитывая (3.22), убеждаемся, что решения задач Гурса для уравнения 

(3.15) с условиями (3.16), (3.25) и (3.17), (3.25) представимы в виде 
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



 ,D)y,x(),y,x(Fd)(),x;y,x(),x(b

)],x;y,x(),x(a[

),x;,y,x(d)(),x;y,x(),x(c

)],x;y,x(),x(b[)],x;y,x(),x(b[

)],x;y,x(),x(a[),x;y,x(

)y()y,x;y,x()y()y,x;y,x()y,x(u

ii0i01

0i01

y

0

0i0i01

0i020i01

y

0

0i010i

0i0i







































  (3.26) 

где  2,1i),y,x(Fi заданные функции, выражающиеся через данные за-

дачи и функцией Римана  ),;y.x(i  . Из леммы 2.1 следует, что если 

,0),(b:D)y,x( 3

_

i    то функции ),;y,x(1   è ),;y,x(2   удо-

влетворяют неравенствам: 











.1)y,;y,(,0)y,;y,(:),x[

;1)y,;y,0(,0)y,;y,0(:]x,0(

220

110










  (3.27) 

Полагая 0x   и x  в (3.26),  имеем 

 

 




































),y(Фd),y(B

d)(),y(A)y()y,x;y,()y()y,x;y,(

),y(Фd),y(B

d)(),y(A)y()y,x;y,0()y()y,x;y,0(

2

y

0

2

y

0

20202

1

y

0

1

y

0

10101















 (3.28) 

где )y(Ф),,y(B),,y(A iii   - заданные функции. Исключая )y(  из 

(3.28), придем к уравнению 
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



y

0

02010102

,ds)s(v)s,y(K)y(Ф)y(v

)]y,x;y,()y,x;y,0()y,x;y,0()y,x;y,([   

 (3.29) 

)s,y(K),y(Ф  - известные функции. 

 В силу неравенства (3.27) заключаем, что 

    .0)y,x;y,()y,x;y,0()y,x;y,0()y,x;y,( 02010102      

 Следовательно, уравнение (3.29) является интегральным уравнением 

Вольтерра второго рода. Определив отсюда )y( , можно найти )y(  из 

уравнения (3.28), тем самым полностью найдем решение задачи 3.5 в обла-

стях iD  по формуле (3.26). 

 Т е о р е м а  3.5. Если выполнены условия: 

,)D(Cd),D(Cc),D(Ca),D(Cb,a ii
1

iixxy1i
2

j1   

],h,0[C],,x[C],x,0[C;0)y,x(b:D)y,x(
2

i0
2

k0
2

i3i     

),x()x( 0
)1i(

30
)1i(

1
  ),0()0(),x()x( 110402    

,4,3k;3,2,1j;2,1i),0()(),0()(),0()0(
'
2423

'
12     

то решение задачи 3.5 в областях 1D  и 2D  существует и единственно. 
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ГЛАВА IV.  КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ ДЛЯ УРАВНЕНИЙ 

СМЕШАННОГО ТИПА ЧЕТВЕРТОГО ПОРЯДКА 

 

В этой главе рассматриваются начально-краевые задачи для смешан-

но-гиперболических, смешанных параболо-гиперболических уравнений 

четвертого порядка. Здесь под смешанно-гиперболическим уравнением 

подразумевается гиперболическое уравнение четвертого порядка, имеющее 

действительные характеристики с различным кратностями в разных частях 

рассматриваемой области. Изучение таких уравнений, заданных на границе 

раздела с некоторыми условиями сопряжения, диктуется с резко отличаю-

щимися физическими свойствами рассматриваемой среды. 

 

§ 4.1. КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ ДЛЯ СМЕШАННО – ГИПЕРБОЛИ-

ЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ ЧЕТВЕРТОГО ПОРЯДКА С ЛИНИЕЙ 

СОПРЯЖЕНИЯ y=0 

 

Пусть D  означает прямоугольник, с вершинами 

     ),0,h,h()h,(B),h,(B),h,0(A),h,0(A 101110    

а  ).0y(DD),0y(DD 21    Введем класс функций 

)},D(Cu,u,u,u,u),D(Cu,u,u

),D(Cu),D(C)D(C)y,x(u:)y,x(u{M

2xxxyxxyxxxxyxx1xxyyxyyxxy

1
21

4




 

З а д а ч а  4.1. Найти функцию )y,x(u   из класса M4 , удовлетво-

ряющую в области D1  уравнению 

0u)y,x(d
y
u)y,x(

2
c

x
u)y,x(

1
c

yy
u)y,x(

3
b

xy
u)y,x(

2
b

xx
u)y,x(

1
b

xyy
u)y,x(

2
a

xxy
u)y,x(

1
a

xxyy
u





 (4.1) 

и граничным условиям 

,hy0),y(v)y,0(u),y()y,0(u 2x2            (4.2) 
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,x0),x()h,x(u 1                                               (4.3) 

удовлетворяющую в области D2  уравнению 

0u)y,x(u)y,x(u)y,x(u)y,x(

u)y,x(u)y,x(u)y,x(u

y2x1xy2

xx1xxy2xxx1xxxy








       (4.4) 

и граничным условиям 

u(0, y ) ( y ), u (0, y ) ( y ), u (0, y ) ( y ), h y 0,
1 x 2 xx 3 1

         (4.5) 

где ),3,1j(,b),2,1i(,,,c,a jjiiiii    


1

,,d,
2
v,

2
 заданные функции , причем  

 ).0(
1

)h(
2

),0(
2

)0(
2
v),0(

1
)0(

2
           (4.6) 

Отметим, что прямые х=const  и  y=const являются двукратными ха-

рактеристиками уравнения (4.1), а для уравнения (4.4) прямая y=const явля-

ется трехкратной, прямая x=const - простой характеристикой (см. главу I). 

Таким образом, уравнение (4.1) в области D1  имеет два двукратных харак-

теристик, а уравнение (4.4) в области D2  имеет одну трехкратную и одну 

простую характеристику, поэтому уравнения (4.1) и (4.4) в области D , 

назовем смешанно-гиперболическими. 

В силу постановки задачи 4.1 введем следующие обозначения 

  
u x u x x x

u x u x v x xy y

( , ) ( , ) ( ), ,

( , ) ( , ) ( ), ,

     

     

0 0 0

0 0 0

1

1

 


                    (4.7) 

где )x(v),x( 11  - пока неизвестные функции. 

 Если рассмотрим задачу Гурса для уравнения (4.1) с условиями (4.2) 

и (4.7), то согласно результатами § 2.1 для решения этой задачи имеем сле-

дующее представление: 

 



y

0

d)](
2

);y,x(
1
C)(

2
v);y,x(

1
B[

)y(
2
v)y,0;y,x()y(

2
)y,x(

1
A)y,x(u




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,d)](
1
);y,x(

1
F)(

1
v)0,;y,x()0,(

3
b

)(
'
1
);y,x(

1
E)(

'
1
v)0,;y,x()0,(

2
a

x

0

)(
''
1
);y,x(

1
D)(

''
1
v)0,;y,x([











 

       (4.8) 

здесь функции 
1

F,
1

E,
1

D,
1

C,
1

B,
1

A  - определены в § 2.1, а   ( , ; , )x y  - 

функция Римана для уравнения (4.1). 

Используя условие (4.3) из (4.8), получаем соотношение для функции 

)x(1  и )x(v1 , принесенное из области 
1D : 

 

),x(Фd)]();h,x(F)(v)0,;h,x()0,(b

)();h,x(E)(v)0,;h,x()0,(a

)();h,x(D)(v)0,;h,x([

1113

'
11

'
12

x

0

''
11

''
1













 (4.9) 

где 

Ф x A x h h x h h h

B x h C x h d

h

( ) ( , ) ( ) ( , ; , ) ( )

[ ( , ; ) ( ) ( , ; ) ( )] .

  

 

1 1 2

1 2 1 1

0

0  

      



 

Осуществляя интегрирование по частям в (4.9), учитывая свойства функции 

  ( , ; , )x y  и условия согласования 

 

),0()0(v),0()0(v

),0()0(v),0()0(),0()0(),0()0(

3121

11312111








 

имеем 

D x h x x x h x v x H x d

H x v d Ф x

x

x

1 1 1 1 1

0

2 1 1

0

0      

  

( , ; ) ( ) ( , ; , ) ( ) ( , ) ( )

( , ) ( ) ( ),

  

 





 (4.10) 

где 
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).0()0;h,x(E

)0()0,0;h,x()0,0(a)0()0;h,x(D)0()0;h,x(D

)0()0,0;h,x()0()0,0;h,x()x(Ф)x(Ф

),0,;h,x()0,(b)0,;h,x(

)0,;h,x()0,(a)0,;h,x()0,(a),x(H

),;h,x(F);h,x(E);h,x(D),x(H

11

'
121121

'
1

'
21

3

212

1111



































 

С другой стороны, с учетом постановки 4.1 и устремляя у к нулю, из 

уравнения (4.4) получаем 

v x x x x v x x x

x v x x x x v x x x

1 1 1 2 1 1 1

2 1 1 1 2 1 1

0 0 0

0 0 0 0 0

''' ''' '' ''

'

( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( )

( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) .

   

    

    

     
 

Интегрируя это уравнение и используя вышеуказанные условия согласова-

ния, имеем  

 

v x x x

H x d H x v d g x

x x

1 1

3 1

0

4 1 1

0

0( ) ( , ) ( )

( , ) ( ) ( , ) ( ) ( ),

 

   

 

      
            (4.11) 

где 

)],0,()0,()0,([)x(
2

1

)]0,()0,(2)[x()0,(),x(H

)],0,()0,()0,()0,([)x(
2

1
)]0,(

)0,(3)0,(2)[hx()0,()0,(2),x(H

22
2

2224

111
2

1

113

























 

 





)0,0()0,0({[x
2

1
)}0()0()0,0()0()0,0(

)0()]0,0(2)0,0({[x)0()0,0()0()x(g

x1xx1
2

21221

1x111111




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)}.0()0()0,0()0()]0,0()0,0([

)0()0,0()0()]0,0()0,0([)0()]0,0(

3221x22

312x1111









 

Обращая интегральное уравнение (4.11) относительно v x1( ) , приходим к 

следующему соотношению 

 v x x x H x d g x

x

1 1 1 5 1 2

0

0( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( ),                  (4.12) 

где 









x

0

112

x

131135

,d)(g),x(R)x(g)x(g

,d),(H),x(R),x(R)0,(),x(H),x(H






 

а  ),x(R   - резольвента ядра H x4( , ) . 

 Исключая v x1( )  из соотношений (4.10) и (4.12), для 1( )x  имеем 

интегральное уравнение 

                      ),x(gd)(),x(K)x()x(

x

0

11                        (4.13) 

где 



h

0

11 ,d),x;h,x(),x(b)0,x;h,x()0,x(1)x(    (4.14) 











x

0

2221

x

11512

5211

.d)(g),x(H)x(g)0,x;h,x()x(Ф)x(g

,d),(H),x(H

),x(H)0,x;h,x(),x(H)0,(),x(H),x(K













 

Нетрудно заметить, что если 

                               ,0)x(:],0[x                                (4.15) 
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то интегральное уравнение (4.13) допускает единственное решение. 

В частности, при 1 10 0 0( , ) , ( , )x b x y   имеем, что 1)x(  , сле-

довательно, условие (4.15) выполняется. 

Поступая так же, как в лемме 2.1, убеждаемся, что если 

   ( , ) : ( , ) ( , ) ,x y D b x y a x yy1 1 1 0                       (4.16) 

то 

    [ , ): ( , ; , ) .0 0h x y x                                     (4.17) 

Тогда нетрудно заметить, что если 

,0)0,x(:],0[x,0)y,x(b:D)y,x( 111              (4.18) 

то 

.1)x(:],0[x    

Следовательно, при выполнении условий (4.16) и (4.18) интегральное 

уравнение (4.13) является интегральным уравнением Вольтерра второго ро-

да и допускает единственное решение. Определив )x(1  из уравнения 

(4.13), будем знать и v x1( ) . Тогда решение задачи 4.1 в области D1  имеет 

вид (4.8), а в области 2D  определяется по формуле 

,d)](
1

);y,x(
3
E)(

'
1

);y,x(
3
D)(

3
);y,x(

3
C

)(
'
2

);y,x(
3
B)(

3
),0;y,x(

1
),0(

1
)

y

0

(
'
3

),0;y,x(
1

[

x

0

d)(
1
);y,x(

3
A)x(

1
)0,x;y,x(

1
)y,x(u














 

 (4.19) 

где   1( , ; , )x y  - функция Римана уравнения (4.4), а A B С D3 3 3 3, , ,  и E3  

определены в § 2.3. 

 

Теорема 4.1. Если коэффициенты уравнений (4.1) и (4.4) удовле-

творяют условиям (2.3), (2.31), (4.16), (4.18), а для заданных функций 

выполняются условия (4.6) и 
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 ],,0[C],,0[C],h,0[Cv,
3

1
2

1
2

22      

],0,h[C,, 1
1

321   

то решение задачи 4.1 существует, единственно и определяется в областях 

1D  и 2D  по формулам (4.8) и (4.19) соответственно. 

Аналогично исследуется следующие задачи. 

 

З а д а ч а  4.2. Найти функцию )y,x(u , удовлетворяющую всем 

условиям задачи 4.1, если вместо условия (4.2) берется условие 

),x()h,x(u)x()h,x(u y    ,x0   

где )x(),x(   - заданные функции. 

 

З а д а ч а  4.3. Найти функцию u x y( , ) , удовлетворяющую всем 

условиям задачи 4.1, если одно из условий (4.1) заменяется на условие 

u y y( , ) ( ),  4    h y1 0, 

где )y(4  - заданная функция. 
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§ 4.2. КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ СМЕШАННО-ГИПЕРБОЛИЧЕСКИХ 

УРАВНЕНИЙ ЧЕТВЕРТОГО ПОРЯДКА С ЛИНИЕЙ 

СОПРЯЖЕНИЯ  x=0 

 

Пусть D - означает прямоугольник, с вершинами 

),0,(A 12  ),0,(B  ),h,(B0  ),0h,,()h,(B 112    а   

),0x(DD1  ),0x(DD3     y,xAA0  : hy0,0x  . 

Введем класс функций 5M , где 

5M =  ),D(C)D(C)y,x(u:)y,x(u
1  ),D(Cuxx   

),AAD(Cu,u,u 01xxyyxyyxxy   ,uxy  ),AAD(Cu 03xxy   

   )D(Cu,u 3xxxyxxx  . 

З а д а ч а  4.4. Найти функцию )y,x(u  из класса 5M , удовлетво-

ряющую в области 1D  уравнению (4.1) и граничным условиям 

             x0),x(v)0,x(u),x()0,x(u 1y1 ,                        (4.20) 

удовлетворяющую в области 3D  уравнению (4.4) и граничным условиям 

            ),x()0,x(u 3  0x1   ,                                                (4.21) 

            ),y()y,(u),y()y,(u 21x11     0 ,hy               (4.22) 

где 21311 ,,,,   - заданные гладкие функции, причем 

   .0),()0(

,)0()0(),0()0(),0()0(

132131

313131

 






                    (4.23) 

В силу постановки задачи 4.4 введем следующие обозначения 

           

      .hy0,yy,0uy,0u

,yvy,0uy,0u,yy,0uy,0u

2xxxx

2xx2








 (4.24) 

Тогда, устремляя  х  к нулю справа из уравнения (4.1) имеем 

              yy,0byvy,0ayy,0ay 21
''
22

'
21

''
2   

 



– 107 – 

           

        .0yy,0dyy,0c

yvy,0cyy,0byvy,0b

2
'
22

21
''
23

'
22








 

Интегрируя дважды это уравнение и учитывая условия согласования, имеем 

  



y

0

1213212211

23222

),y(gd)(),y(k)(v),y(k)(),y(k

)y()y,0(b)y(v)y,0(a)y(





 (4.25) 

где   

 

 ,),0(c),0(b),0(a)y(),0(a2),0(b),y(k

,),0(b),0(a)y(),0(a),y(k

1222212

11111













 

 

     

       .y)0(v0,0c0v0,0b)0()0,0(b

)0(0,0a0v0,0a)0()0,0(a)0(v

)0()0,0(b)0()0,0(b)0()0,0(a)0()y(g

,),0(d),0(c),0(b)y(),0(b2),0(c),y(k

121312

'
1212111

1y3131211

233213




































 

Теперь выпишем решение уравнения (4.4), удовлетворяющее услови-

ям (4.21), (4.24) (см. § 2.3 главы II) 



 ,d)();y,x(E

)();y,x(D)(v);y,x(C)(v);y,x(B

)(),0;y,x(),0()(),0;y,x()y,x()y,x(u

24

242424

y

0

2123

















 

 (4.26) 

где ),;y,x(   - функция Римана уравнения (4.4), а 



x

0

3433 .d)();y,x(A)x()0,x;y,x()y,x(    

Удовлетворяя (4.26) условиям (4.22), будем иметь 
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  



y

0

2223222221

21421421

),y(gd)(),y(k)(v),y(k)(),y(k

)y()y,y,(D)y(v)y,y,(B)y()y,0;y,(



 

 (4.27) 

  



y

0

3233232231

21x421x421x

),y(gd)(),y(k)(v),y(k)(),y(k

)y()y,y,(D)y(v)y,y,(B)y()y,0;y,(



 

 (4.28) 

где 

).0()0,y,(D)0()0,y,(B

)0()0,0;y,()y,()y()y(g

),0()0,y,(B)0()0,0;y,(

)0()0,y,(D)y,()y()y(g

),,y,(D),y,(E),y(k

),,y,(C),y,(B),y(k

),,0;y,(),0(),0;y,(),y(k

),,y,(D),y,(E),y(k

),,y,(C),y,(B),y(k

),,0;y,(),0(),0;y,(),y(k

31x431x4

31x1x323

31431

1141312

1x41x433

1x41x432

1x11x31

141423

141422

11121









































































 

Уравнения (4.25), (4.27), (4.28) представляют собой систему инте-

гральных уравнений Вольтерра второго рода и допускают единственное 

решение, если выполняется условие 

   0

)y,y,(D)y,y,(B),0;y,(

)y,y,(D)y,y,(B),0;y,(

)y,0(b)y,0(a1

1x41x41x

14141

32













 . (4.29) 

Определив из системы уравнений (4.25), (4.27), (4.28) функций 

)y(,)y(v),y( 222   убеждаемся в том, что решение задачи (4.4) в обла-
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сти 1D  представимо в виде (4.8), а в области 3D  определяется по формуле 

(4.26). 

Теорема  4.2. Если    ,)0,C,,0Cv, 1
3

3
2

11     

 h,0C,
2

21   и выполняются условия (2.3), (2.31), (4.23), (4.29), то 

задача 4.4 имеет единственное решение. 

Введем класс функций ,M6 где 

         

)},D(Cu,u

),AAD(Cu,u,u),D(Cu,u,u

),AAD(Cu),D(C)D(C)y,x(u:)y,x(u{M

3xxxyxxx

03xxyxxxy1xxyyxxyxx

01xy
1

_

6







 

 З а д а ч а  4.5. Найти функцию )y,x(u из класса ,M6  удовлетво-

ряющее в области 1D  уравнению (4.1), граничным условиям (4.20) и   

  ,hy0),y()y,(u 3                        (4.30) 

удовлетворяющее в области 3D  уравнению (4.4), граничным условиям 

(4.21) и (4.22), где 321311 ,,,,v,   - заданные гладкие функции, при-

чем 

             
).(v)0(),()0(),()0(

),()0(),0()0(),0()0(

1313132

1313131












  (4.31) 

 Отметим, что в задаче 4.5, в отличие от задачи 4.4, выполняются сле-

дующие условия сопряжения 

   
.hy0),y,0(u)y,0(u

,hy0),y,0(u)y,0(u

xx 


                    

Введем следующие обозначения 

;hy0),y(v)y,0(u)y,0(u

,hy0),y()y,0(u)y,0(u

2xx

2



 
                 (4.32) 

здесь )y(v),y( 22  - пока неизвестные функции. 
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 Выписывая решение уравнения (4.1), удовлетворяющее условиям 

(4.20), (4.32) в виде (4.8) и используя условие (4.30), имеем 



  ,yd)();y,(C

)(v);y,(B)y(v)y,0;y,()y()y,(A

321

y

0

21221



 



 




 (4.33) 

где 

.d)]();y,(F)(v)0,;y,()0,(b)();y,(E

)(v)0,;y,()0,(a)();y,(D)(v)0,;y,([)y()y(

111311

0

1211133












 
 

Пусть ),y()y,0(u 2xx  где )y(2  - неизвестная функция. Тогда 

рассуждая так же, как в задаче 4.4, убеждаемся в том, что соотношения 

между функциями )y(),y(v),y( 222  , принесенные из области 3D  

имеют вид (4.27) и (4.28). Поэтому система уравнений (4.28), (4.27), (4.33) 

представляет собой систему интегральных уравнений Вольтерра второго 

рода и при выполнении условий 

0

)y,y,(D)y,y,(B)y,0;y,(

)y,y,(D)y,y,(B)y,0;y,(

)y,(A)y,0;y,(0

1x41x41x

14141

11





















    (4.34) 

допускает единственное решение. 

 Итак, имеет место 

 Т е о р е м а  4.3. Если    ,0,C,,0Cv, 1
3

3
2

11     

 h,0C,,
2

321   и выполняются условия (2.3), (2.31), (4.31), (4.34), 

то задача 4.5 имеет единственное решение. 
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§ 4.3. КРАЕВЫЕ ДЛЯ СМЕШАННОГО ПАРАБОЛО-ГИПЕРБО-

ЛИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ ЧЕТВЕРТОГО ПОРЯДКА 

 

Пусть 21 D,D,D  - прямоугольники, описанные в § 4.1. Введем класс 

функций M7 , где 

       M u x y u x y C D C D u u uxx xxx xxy7
1  { , : , , , , ,  

   u C D AB u u u u u C D ABxxxx xx xy xxx xxy xxxy   1 2, , , , , }. 

З а д а ч а 4.6. Найти функцию  u x y,  из класса M7 , удовлетво-

ряющее в области 1D  уравнению  

u u au bu cuxxxx xxy xx x     0 ,   (4.35) 

граничным условиям 

       

        ,hy0,yy,u,yy,u

,hy0,yy,0u,yy,0u

2x1

2x2










  (4.36) 

удовлетворяющее в области 2D  уравнению (4.4) и граничным условиям 

(4.5), где 

     a b c i ii i i i i i, , , , , , , , , , , , ,        1 2 1 2 1 2 3  - заданные  

функции, причем                 2 1 2 1 2 20 0 0 0 0 0    , , . Здесь  

}.x0,0y:)y,x{(AB   

Из постановки задачи 4.6 следует, что на линии AB должно быть  

выполнено условия сопряжения 

     

     

u x u x x x

u x u x x xy y

, , , ,

, , , .

     

     

0 0 0

0 0 0

1

1








    (4.37) 

Тогда, устремляя y к нулю из уравнений (4.35) и (4.4), имеем 

                     1

4

1 1 1 1 10 0 0 0x x a x x b x x c x x       , , , , (4.38) 

             

                .0x0,xx0,xx0,xx0,x

x0,xx0,xx0,xxv

1121112

111211
'''
1








 (4.39) 
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Интегрируя уравнения (4.39) и используя условия согласования как и в  

§ 4.1 получим (4.12). Тогда из (4.38) приходим к интегро-

дифференциальному уравнению 

     

              

      



x

0

*
1

*

1
*

1
*

1
*4

1

,xgd,xH

xxcxxbxxax





         (4.40) 

где 

             

         

       .xgxg,,xH,xH

,0,xx,xHx,xH20,xcxc

,0,x2x,xH0,xbxb,0,xb0,xxa

2
*

xx5
*

xx15x5
*

x15
*

1
*













  

Из постановки задачи 4.6 для уравнения (4.40) получаем следующие крае-

вые условия 

               .0,0,00,00 22122211             (4.41) 

Если введем новую неизвестную функцию Т(х) по формуле  

    ,kxkxkxkxTx 43
2

2
3

1    

где 

          

          ,0k,0200303
1

k

,0k,002020
1

k

14221122

23211231















 

то уравнение (4.40) переходит в уравнение 

           

              

      



x

0

*

***4

,xg~dT,xH

xTxcxTxbxTxaxT


       (4.42) 

где  



– 113 – 

           

      

~

, ,

* * *

* *

g x g x k x k b x k x k x k b x

k x k x k x k c x H x k k k k d

x

      

       

2 3 3 2

2 2

1 2 1
2

2 3

1
3

2
2

3 4 1
3

2
2

3 4

0

    
 

а краевые условия примут вид 

                    T T T T0 0 0 0 0 0     , , , .                   (4.43) 

Как известно [77], если краевая задача для уравнения 

               T x a x T x b x T x c x T x
4

0     * * *   (4.44) 

с однородными условиями (4.43) имеет только тривиальное решение, то 

существует единственная функция Грина  G x, , и краевая задача (4.42), 

(4.43) эквивалентно сводится к решению интегрального уравнения 

                           T x K x T d g x  , ,   1

0



                           (4.45) 

где 

           K x G x H d g x G x g d, , , , , ~ .
*       



  1 1 1 1

0

 

 

Нетрудно показать, что если 

                   a x a x b x c x
* * * *

, ,    0 2 0                         (4.46) 

то задача (4.44), (4.43) имеет только тривиальное решение. 

Из альтернативы Фредгольма [20] следует, что если 1 не является ха-

рактеристическим числом непрерывного ядра  K x, , то уравнение (4.45) 

имеет единственное решение. 

Определив  T x  из (4.40), найдем  1 x  и  1 x . Тогда решение  

задачи 4.6 в области D2  определяется по формуле (4.19), а в области D1  - 

как решение следующей вспомогательной задачи. 

З а д а ч а  4.7. Найти в области D1  решение уравнения (4.35), удо-

влетворяющее краевым условиям (4.36) и    u x x, .0 1   
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Введем обозначение    u x y w x yxx , , .  Пусть 

                    ,hy0,yy,w,yy,0w 2                       (4.47) 

где  2 y ,  y  - пока неизвестные функции. Тогда из уравнения (4.35) 

получаем уравнение 

w w aw bu cuxx y x     . 

Теперь выпишем решение первой краевой задачи для этого уравнения 

с условия (4.47) и    1
w x,0 x :   

     

         

     

           ,du,c,u,b,w,a

,;y,xGdd0,;y,xG

d,;y,xGd,0;y,xGy,xw

0 0

y

0

1

y

0

y

0

2

















  



 



 (4.48) 

где 

 
 

 

 

 

 
G x y

y
e e

x n

y

x n

y

n

, ; , 
 






























 




 








1

2

2

4

2

4

2 2 

 - функция 

Грина. 

Интегрируя уравнение (4.48) получим 

       

       

         ,du,cu,bu,ads,;y,sGd

dds0,;y,sGdds,;y,sG

dds,0;y,sGyy,xu

0

y

0

x

0

y

0 0

1

x

0

x

0

y

0

2

x

0

2x













  

  

 




























































       (4.49) 

                   













y

0

2

x

0

22 dds,0;y,sGsxyxyy,xu    
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              


























y

0 0

1

x

0

x

0

dds0,;y,sGsxdds,;y,sGsx



    

             















0

y

0

x

0

.du,cu,bu,ads,;y,sGsxd      (4.50) 

Используя условий        yy,u,yy,u 12x     из (4.49) и (4.50) имеем 

       

        

        

  

  























































 

 





0

1

0

22

0

y

0 0

y

0

y

0 0

2

0

,dds0,;y,sGyy

du,cu,bu,ads,;y,sGd

dds,;y,sGdds,0;y,sG











 (4.51) 

           

          

            

  

  
























































 

 









0

1

0

221

0

y

0 0

y

0

y

0 0

2

0

.dds0,;y,sGsyyy

du,cu,bu,ads,;y,sGsd

dds,;y,sGsdds,0;y,sGs











 (4.52) 

Заметим, что 

        

 
   

 

 
 

 
 

 

G x y
x

y

x

y
g x y

G x y
x

y

x

y
g x y






  




  



, ; , exp , , ,

, ; , exp , , ,

/

/

0
2 4

2 4

3 2

2

1

3 2

2

2













































 
 

где    

         
 

 
 
 

,
y4

n2x
expn2x

y2

1
,y,xg

0n
n

2

2/31 



 
























  
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     
 

  
  
 




 



















0n
n

2

2/32
y4

1n2x
exp1n2x

y2

1
,y,xg





  

Тогда из (4.51) и (4.52) соответственно имеем 

   
 

1 2

0

1


   









y
d M y

y

,     (4.53) 

 
  



y

0

2
2 ,yM
y

d








     (4.54) 

где 

         

      

        

  

 































y

0

y

0

*
22

*
1

0

y

0 0

0

1

0

221

,d,ygd,yg

du),(cu,bu,ads,;y,sGd

dds0,;y,sGyyyM









 

 

 

 

 
 

 

 
 

 

g y
y y

g s y ds

g y
y y

g s y ds

1

2

1

0

2

2

2

0

1

4

1

4

*

*

, exp , , ,

, exp , , ,


  




  

















 















 












 

 

               













 


0

1

0

2212 dds0,;y,sGsyyyyM   

        
























y

0

2

y2

0 0

1
t

dds,y,sgsdte
2 2










  
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 
     

 

   




























y

0

0

y

0

ty4
ds,y,sgsdte

2
e

y 2

2

2



 
 






 

               













 


0

y

0 0

.du,cu,bu,ads,,y,sGsdd  
  

Обращения интегральных уравнений (4.54) и (4.53) имеют вид 

         

          

 





y

0

113

0

y

0

y

0

122112

,ydu,cu,bu,a,y,Hd

d,yHd,yHy








 (4.55) 

           

          

         

          

2 21 2

00

0

2

0

22

23

y y H y d H y d

d H y a u b u c u d y

yy

y

   

   





* *

* *

, ,

, , , , , ,


 (4.56) 

где 

 
  

   
,dds

y

,,sgs

4
exp

y2

1

y

1
,yH

1

0 1

11

y

1

2

2/3
11

11

1 
































































 

 
   

   
  ,

y

d
ds,,sg

s

y4
exp

y

1

4
exp

4y

1
,yH

1

1

0

12

2

2
3

y

1

2

2
5

1

2

12

1 










































































 

 
 

H y
G

y
d

y

x
y

13
1

1

1

0
, ,

, ; ,
, 

   

 




 



 








 






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            









0

1x

y

0

2211 ,
y

d
d0,;,0G

1
y







  

 
 






y

1

1

1
*
1*

21 ,d
y

,g1
,yH 1











  

 
 

   

   
 
 

 
,

y

d
]

2

ee

,,
y

1
,,yH

,d
y

,g1
,yH

1

1

2

3

1

44

y

1
*
23

y

1

1

1
*
2*

22

1

2

1

2

1

































































 

       

    .
y

d
}d]0,,,0G

0,;,G[{
1

y

1x

y

0 0

x22
*
2














  




 

Вычитая из (4.56) равенство (4.55), имеем 

         

          









0

2

y

0

23

y

0

22

y

0

221

,yd]u,cu,bu,a[,,yHd

d,yHd,yHy







 (4.57) 

где 

         

           .yyy,,,yH,,yH,,yH

,,yH,yH,yH),,y(H,yH,yH

1
*
2213

*
2323

12
*
222211

*
2121








 

Обращая (4.57) как интегральное уравнение Вольтерра второго рода отно-

сительно   y , получим 
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         

     

       

       

y y H y d d H y

a u b u c u d

yy

   

  


~ ~

,
~

, ,

[ , , , ] ,

2 21 2 23

000



 (4.58) 

где 

       

y

0

22222 ,d,yRyy
~

  

       

       







y

11231222323

y

11211222121

,d,,H,yR,,yH,,yH
~

,d,H,yR,yH,yH
~









 

 R y22 ,  - резольвента ядра  H y22 , . 

Тогда из (4.55) имеем 

       

       

    

          

2 1 11 2

0

13

00

y y H y d

d H y a u b u c u d

y

y

  

  





~ ~
,

~
, , [ , , , ] ,




 (4.59) 

где 

       

       

       











y

11231121313

y

11211121111

y

0

21211

.d,,H
~

,yH,,yH,,yH
~

,d,H
~

,yH,yH,yH
~

,d
~

,yHyy
~











 

Обращая (4.59) относительно  2 y , получим 
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       

    ,d]u,cu,b

u,a[,,yHdyy

0

y

0

1312











  
 

   (4.60) 

где 

       

       











y

11131111313

1

y

0

1111

.d,,H
~

,yR,,yH
~

,,yH

,d
~

,yRy
~

y







 

Тогда (4.58) приводится к виду 

       

    ,d]u,cu,b

u,a[,,yHdyy

0

y

0

232











  
 

   (4.61) 

где 

       

        .d,,H
~

,yH
~

,,yH
~

,,yH

,d,yH
~

y
~

y

11

y

231212323

1

y

0

2122


















 

Подставляя  2 y  и   y  в равенства (4.50), (4.49), (4.48) и введя  

обозначения 

       ,y,xwy,xu,y,xy,xu xxx   

убеждаемся в том, что решение задачи 4.7 сведена к решению системы трех 

интегральных уравнений относительно трех функций u,   и w:  

       

    ,d]u,c,b

w,a[,;y,xHdy,xTy,xu

0

y

0

*
11







  


  (4.62) 
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       

   

     

     

x y T x y d H x y a w

b c u d

y

, , , ; , [ ,

, , ] ,

*  

 

2 2

00



  (4.63) 

       

   

w x y T x y d H x y a w

b c u d

y

, , , ; , [ ,

, , ] ,

*  

 

3 3

00

    

     



  (4.64) 

где 

         

        

  







x

0

y

112311113

x

0

x

0

y

0

1
*
1

,d,;H,;y,sGsxdsd,;H

,0;y,sGsxdsds,;y,sGsx,;y,xH













     

      

  







x

0

y

112311113

x

0

x

0

1

y
*
2

,d,;H,;y,sGdsd,;H

,0;y,sGdsds,;y,sG,;y,xH















 

     

     









y

112311113

y

1
*
3

,d,;H,;y,xGd,;H

,0;y,xG,;y,xG,;y,xH















 

           

            ,d0,;y,sGsxdsd,;y,sGsxds

d,0;y,sGsxdsyxvyy,xT

x

0 0

1

x

0

y

0

2

x

0

y

0

1221









  

 












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       

         

 









x

0 0

1

x

0

y

0

2

x

0

y

0

122

,d0,;y,sGdsd,;y,sGds

d,0;y,sGdsyy,xT


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Учитывая представление функции  G x y, ; ,   нетрудно получить следую-

щие оценки 

    ,3,1i,Cy,xT,
y

N
,;y,xH i

*
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где N и С - постоянные числа. 

Кроме того непосредственной проверкой убеждаемся в том, что 

T T T T H H H Hx x x x1 2 2 3 1 2 1 3   , , ,
* * * *  или T T H Hxx xx1 3 1 3 , .

* *  

Тогда из (4.62)-(4.64) получаем        u x y x y x y w x yx x, , , , ,    или 

   u x y w x yxx , , .  

Теперь покажем, что если функции  u w C D, ,  1  удовлетворяют 

систему интегральных уравнений (4.62)-(4.64), то  u x y,  является решени-

ем задачи 4.7. 

Пусть функции  u w C D, ,  1  является решением системы уравне-

ний (4.62)-(4.64). Так как 0HH,0TT
*
y3

*
xx3y3xx3   при  x y D, , 1  то 

из (4.64) имеем  .cubawww yxx    

Это означает, что 
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 u u au bu cu x y Dxxxx xxy xx x     0 1, , .  

В силу того, что      T y y H y1 2 10 0 0, , , ; , ,
*     

     T y v y H y2 2 20 0 0, , , ; , ,
*    из (4.62) и (4.63) непосредственно будем 

иметь  

         u y y u y y v yx0 0 02 2, , , , .      

Теперь остановимся на доказательство выполнения условия    u y y, .1  

Оно следует из следующей цепочки равенств 
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Здесь мы использовали соотношения (4.60), (4.61) и (4.52). 

Аналогично доказывается выполнение условия    yy,u 2x  . 

Таким образом, доказана следующая 

Л е м м а  4.1. Если функция  u w C D, ,  1  удовлетворяют си-

стему интегральных уравнений (4.62)-(4.64), то  u x y,  является реше-

нием задачи 4.7 и наоборот. 

Однозначную разрешимость системы (4.62)-(4.64) устанавливает 

Л е м м а  4.2. Система интегральных уравнений (4.62)-(4.64) име-

ет единственное в классе непрерывных функций решение  u x y, , 

    x y w x y, , , .  

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для решения системы уравнений (4.62)-

(4.64) применим метод последовательных приближений, положив 

           u x y u x y x y x y w x y w x yn
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n n

nn

, , , , , , , , ,  
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0 00

 

где  
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,du,c,bw,a,;y,xHdy,xw

,du,c,bw,a,;y,xHdy,x

,du,c,bw,a,;y,xHdy,xu

,y,xTy,xw,y,xTy,x,y,xTy,xu









 

Пусть }.c,b,amax{K,wmax,max,umax{maxM 000    

Учитывая указанные выше оценки функций  H x yi
*

, ; ,   и 

 T x y ii , , , 1 3 , по индукции имеем 
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 u w
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Из этих оценок следует равномерная сходимость рядов 

u u w wn
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которые мажорируются сходящимся рядом 

  .KNLh

2

n
1

M n

0n







 









 

Используя асимптотическую формулу  
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z

1
O1ez2z

z2/1z  

и с помощью признака Даламбера легко можно установить сходимость по-

следнего ряда. 

Следовательно, построенные функции u w, ,  непрерывны в D1 . 

Докажем, что они удовлетворяют систему (4.62)-(4.64). Установим это, 

например, для уравнения (4.62). Суммируя рекуррентные соотношения для 

 u x yn ,  по n  от 0  до N , получим 
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Переходя в этом равенстве к пределу при N  и пользуясь равномерной 

сходимостью рядов, получим 
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Докажем единственность решения системы уравнений (4.62)-(4.64) в классе 

 .DC 1  Для этого достаточно доказать, что соответствующая однородная 

система (4.62)-(4.64) имеет только нулевое решение. Пусть u w
* * *
, ,  - 

решение однородной системы (4.62)-(4.64), удовлетворяющее условиям  

u M M w M
* * *

, , .    

Так как для функций u w
* * *
, ,  справедливы оценки 
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то переходя к пределу при n  получаем u w
* * *

.   0  

Здесь мы учитывали следующее предельное соотношение  
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где KNLha  . 

Итак, лемма 4.2 доказана. 

 

Таким образом, имеют место следующие теоремы.  

Т е о р е м а  4.4. Если  ,h,0C,,,
1

2122   

   ,,0C,0C
42

1     ,DCc,b,a          ,00,00 1221    

       ,0,0 2112     то задача 4.7 имеет единственное решение. 
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Т е о р е м а  4.5. Если выполняются условия (4.46), 

    ,3,1i0,hC,h,0C,,, 1
1

i
1

2122    

           00,00,00 222212    

и число 1 не является характеристическим числом ядра  K x, ,  то за-

дача 4.6 имеет единственное решение.  
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§ 4.4. КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ ДЛЯ СМЕШАННОГО ПАРАБОЛО-

ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ ЧЕТВЕРТОГО 

ПОРЯДКА С ДВУМЯ ЛИНИЯМИ ИЗМЕНЕНИЯ ТИПА 

 

 Пусть D  - конечная область, ограниченная отрезками 000 AB,BB , 

прямых hy,x    и отрезками характеристик ,hyx:CA 00   

 yx:CB,0yx:CC0  уравнения 

  
 












,DD)y,x(,uu2u

,Dy,x,uu
0

32yyyyxxyyxxxx

1xxyxxxx
          (4.65) 

где     .0h,0,)DD(\DD,0xDD,0yDD 32132    

 В этом параграфе исследуются краевые задачи для смешанного пара-

боло-гиперболического уравнения (4.65). На важность подобных исследо-

ваний в теории уравнений смешанного типа указывал А.В. Бицадзе [14]. 

Краевые задачи для уравнения вида (4.65), когда в области 1D  берется 

бигармоническое уравнение, рассмотрены в работах М.М. Смирнова [98], 

М.М.Мередова [72-74], В.И.Жегалова [53]. 

 З а д а ч а  4.8. Найти решение уравнения (4.65) в области D  при 

0xy , непрерывное в замкнутой областиD , удовлетворяющее услови-

ям 

 ),x(
n

u
),x(

n

u
),x(u 3

BC

2

AC

1AC 








      (4.66) 

 ),y(
n

u
),y(

n

u
),y(u 6

CB

5

AC

4AC

000

0










        (4.67) 

 ,hy0),y()y,(u),y()y,(u 2x1                    (4.68) 

и условиям сопряжения 

),y,0(u)y,0(u),y,0(u)y,0(u

),y,0(u)y,0(u),0,x(u)0,x(u

xxxxxxxxxx

xxyy




 

где n  - внутренняя нормаль. 
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Введем обозначения 

   

        .x0,x0,xu,x0,xu

x0,x0,xu),x()0,x(u

1yyy1yy

1y1












      (4.69) 

 Тогда в области 2D  решение уравнения (4.65) с начальными 

условиями (4.69) имеет вид 

    -

           

      

       





















yx

yx

yx

yx

1
22

1

yx

yx

111

1111

.dyx
8

1
dy

4

1

d
4

3
yxyxy

4

1

yxyxy
4

1
yxyx

2

1
y,xu







 (4.70) 

Удовлетворяя (4.70) условиям (4.66), будем иметь 

               ,
2

x
xxxx

2

x
xx2x 11111111 








    x0  

,
2

x
2)x()x()x()x( 21111 








   ,x0                   (4.71) 

,
2

x
2)x()x()x()x( 31111 







 



  ,x0   

Устремляя в уравнении (4.65) у к нулю, имеем 

       0xx 1
)4(  .                          (4.72) 

Исключая )x(),x( 12   и )x(1 из (4.71), (4.72), приходим к задаче 

  ),x(g)x()x( 1
)4(

1    

),0()0( 11    ),0()( 11    

),0()(),0(
2

2
)0(

2

1
)0( 21211     

которая имеет единственное решение. Определив отсюда )x(1 , будем 

знать  ).x(),x(),x( 111   
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Теперь выпишем решение задачи Коши для уравнения (4.65) в обла-

сти 3D  с условиями 

),y()y,0(u),y()y,0(u 2x2    

:)y()y,0(u),y()y,0(u 2xxx2xx    

   

 

    .dx)y(
8

1
d)(x

4

1

d)(
4

3
)xy()xy(x

4

1

)xy()xy(x
4

1
)xy()xy(

2

1
)y,x(u

xy

xy

xy

xy

2
22

2

xy

xy

222

2222

 



























 (4.73) 

Как и выше, удовлетворяя (4.73) краевым условиям (4.67), будем иметь 

 

   

         ,hy0,
2

y
yyyy

2

y

yy2)y(

42222

222

















 

 

       

        .hy0,
2

y
2yyyy

,hy0,
2

y
2yyyy

62222

52222








 

















 

Отсюда получаем следующие соотношения 

 

     

    .hy0,
2

hy

2

y

2

2
yy

,hy0,
2

y
y

2

2

2

y
yy2y

6522

54222
















 


































   (4.74) 

Теперь, введя обозначение    ,y,xwy,xuxx   рассмотрим задачу  

 
 

           ,x0,xw,yfy,w,yy,0w

,Dy,x,0ww

12

1yxx

 




 

где    yf,y2  - пока неизвестные функции, решение которой представи-

мо в виде  
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     

      ,d0,;y,xGd)(f,;y,xG

d,0;y,xG)y,x(uy,xw

0

1

y

0

y

0

2xx





















       (4.75) 

здесь   ,;y,xG  - функция Грина первой краевой задачи для уравнения  

теплопроводности. 

Реализуя условия (4.68) в (4.75) и после некоторого преобразования, 

приходим к системе уравнений  

       

   

           

 
 ,yd

y

1

df,yTd,yTyfy

),y(d
y

)(
df,yT

d,yTyy

2

y

0

2

y

0

4

y

0

232

1

y

0

2

y

0

2

2

y

0

122














































  (4.76) 

где )2,1i(),4,1i(T ii    - известные функции. 

 Обращая второе уравнение системы (4.76) относительно )y(f  и ис-

ключая    y,y 22   с учетом соотношений (4.74), для  y2  получим инте-

гральное уравнение Вольтерра второго рода 

           

y

0

22 ,yd,yKy   

допускающее единственное решение в классе )h,0(C
3 . 

 Найдя отсюда  y2 , последовательно определим    y,y 22   и 

 y2 , и тем самым функцию )y,x(u  в области 3D . Таким образом реше-

ние задачи 4.8 в области 3D  определим по формуле (4.73), а в 1D  - по фор-

муле 
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       

        

 














0

1

y

0

x

0

y

0

222

.dsd0,;y,sGdf,;y,sG

d)(,0;y,sGsxyxy)y,x(u









 

Следовательно, имеет место 

Т е о р е м а  4.6. Если выполняются условия 

 

     

     

      ,h,
2

h
C]h,

2

h
[Cy,

2

h
,0C]

2

h
,0[Cy,y

,,
2

C],
2
[Cx,

2
,0C]

2
,0[Cx,y

),h,0(C]h,0[Cy,h,0C]h,0[Cy

42
6

52
54

42
3

52
21

42
2

52
1





















































  

                       ,0200,00,00 3214141    

то задача 4.8 имеет единственное решение. 

 

Аналогично исследуется  

 З а д а ч а  4.9. Найти )y,x(u , удовлетворяющую всем условиям 

задачи 4.8, если вместо условий (4.68) берутся условия  

         .hy0,yy,u,yy,u 3xx1     
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